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Cinco povoagbes A, B, C, E e F,sdo abastecidas de agua pelo mesmo sistema de
abastecimento. Tal sistema consiste num Centro Distribuidor D e pelas canalizagdes
esquematizadas na Figura abaixo. O Centro Distribuidor pode abastecer directamente as
povoagdes A, C e F.

C 250 m.
220m. F
\ 210 m.
/oo
190m. E
180 m.

O Centro Distribuidor D esta situado a 210 m. de altitude. As povoagbées A, B,C,EeF
estao situadas,respectivamente,a 200 m., 180 m., 250 m., 190 m. e 220 m. de altitude.

O abastecimento de C e F implica a utilizagdo de bombas hidraulicas, pelo cue
corresponde a custos respectivamente iguais a 800 e 600 u.m./u.v. (unidade monetaria por
unidade de volume).

O abastecimento de A, B e E, é feito por gravidade, estimando-se em 2 u.m./(u.v..kin)
o custo correspondente a utilizacdo das canalizagdes para tal utilizadas. Na tabela seguiriite
sdo indicados os comprimentos das diferentes canalizagoes.

Canalizagoes CA DA FA AB CB EB AE FE

Comprimentos (km) 50 5 10 40 60 30 20 17

Na tabela seguinte séo indicados os volumes minimos diarios a fornecer a cada
povoagao :

Povoacéo A B C E F

Volume (u.v.) 60 120 50 150 100

As canalizagdes DA, DC e DF podem assegurar um escoamento maximo diario
de, respectivamente, 200 u.v., 150 u.v. e 180 u.v. .

As restantes canalizagbes do sistema estdo limitadas a um escoamento maximo
*diario de 85 u.v. .

Formule um modelo de Programacéo Linear que lhe permita determinar o esquema
de abastecimento de agua que minimiza o custo total.
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Os dirigentes de uma Cooperativa de Habitagcdo Econdmica pretendem planear a
construgdo de fogos para os seus socios. Tal construgcdo decorrera em duas fases: a
primeira até 1999 e a segunda até 2004.

No quadro seguinte indica-se o numero de sdcios com n elementos no seu agregado
familiar, bem como o esforgo financeiro associado a aquisicao de um fogo de tipo I, Il ou IIl.

(Tal esforgo financeiro é referenciado na escala 0 : esforgo minimo - 100 : esforgo
maximo).
N° de agregados Esforgo financeiro
familiares com Tipo de fogo atribuido
n n elementos | Il Il
1 80 30 * *
2 120 20 50 *
3 200 * 60 70
>3 100 * * 80
Nota (*) : N&o se contempla a hipétese de atribuir um fogo deste tipo a um

agregado familiar com este n® de elementos.

A estimativa do custo de cada tipo de fogo, dada (em u.m.) no quadro seguinte:

Tipo I Il Il

Fase
12 100 150 220
28 130 190 260

A Cooperativa dispde de 40 000 u.m. para aplicar na 12 fase, estimando-se em 60 000
u.m. a verba disponjvel para a 22 fase.

Pretende-se que na 12 fase sejam construidos, pelo menos, 200 fogos.

Razdes de ordem urbanistica levam a que, em relagdo ao total das duas fases, devam
ser verificadas as duas condigdes seguintes:

- o numero de fogos de tipo | ndo deve ser inferior a 25 % do numero de fogos ‘e
tipos Il e lll.

- o numero de fogos de tipo Il ndo deve exceder o numero de fogos de tipo Il.
Sabendo que se pretende minimizar o esforgo financeiro global suportado pelos sécios

da Cooperativa, elabore um modelo de Programagdo Linear que pudesse ajudar os
dirigentes da Cooperativa a planear a construgado dos fogos.
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A NOVAIr , uma nova companhia de transportes aéreos, que pretende assegurar trés
tipos de rotas: longo curso (L), médio curso (M), e pequeno curso (P).

Para efeitos de planeamento admite-se que 1 "vbéo L" é equivalente a 2 "vbos P", e
que 1 "vbéo M" é equivalente a 1,5 "vbos P".

Actualmente estuda-se a aquisicdo dos avides que irdo assegurar os vOos da
NOVAIr.

No quadro abaixo, sdo indicadas algumas informagdes relativas aos avides de tipos A,
B e C, que poderéo ser adquiridos.

Tipo de Tipo de NCpassageiros por N° "vbos P" por Custo de Custo anual de
avido rota avido ano e por avido aquisicdo manutencao
A L.M,P 200 620 (*) 15 3
B M,P 150 600 12 2
C P 100 580 10 1
Notas: 1-(*) Um avido de tipo A pode efectuar anualmente um numero de véos

equivalente a 620 vbos de "pequeno curso".
2 - Os custos indicados no quadro sao expressos em u.m. .

A NOVAIr dispde de 300 u.m. para proceder a aquisicao dos avides.

Pretende-se assegurar um minimo de 2 000, 6 000 e 8 000 vbéos L, M e P, por ano,
respectivamente. Por outro lado, pretende-se garantir um minimo anual de 96 000 lugares
disponiveis em véos M, e de 100 000 em vdos P.

Sabendo que se pretende minimizar o custo total de manutengao dos avibes,elabcre
um modelo de Programacgéo Linear que pudesse ajudar a decidir quais os aviées a adquiir,
tendo em conta os condicionalismos referidos.
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Uma fabrica dispde de duas linhas de producao independentes, L1 e L2. Alinhal1é
constituida por uma maquina de tipo 1 e uma maquina de tipo 2. A linha L2 é constituida
por uma maquina de tipo 1, uma maquina de tipo 2 e uma maquina de tipo 3.

Na fabrica sido fabricados trés componentes electrénicos A , B e C que séao
posteriormente montados - na zona de montagem - em conjuntos constitujdos por 3
componentes A, 2 componentes B e 1 componente C.

Sabe-se que:

i) cada componente A requer 2 horas de laboragdo numa maquina de
tipo 1 e 1 hora de laboragdo numa maquina de tipo 2, ou, alternativamente, 3
horas de laboragdo apenas numa maquina de tipo 1.

i) cada componente B requer 1 hora de laboragdo numa maquina de tipo
1 e 4 horas de laboragao numa maquina de tipo 2.

iii) cada componente C requer 3 horas de laboragdo numa maquina de
tipo 1 e 2 horas de laboragédo na maquina de tipo 3, ou, alternativamente, 4
horas de laboragdo apenas na maquina de tipo 3.

Assim, as componentes A e B podem ser produzidas nas linhas de producgéo L1 e
L2, enquanto que as componentes C sé podem ser produzidas na linha de producdo L2.
Nao é possivel, no entanto, utilizar ambas linhas de produgdo para produzir uma mesma
componente, isto € pode haver componentes A ( ou B ) produzidas s6 na linha L1 e
componentes A ( ou B ) produzidas s6 na linha L2 ; ndo pode haver componentes A (ou B)
produzidas em L1 e em L2 simultaneamente.

Cada maquina da linha de montagem L1 pode laborar um maximo de 30 horas
semanais. Cada maquina da linha de montagem L2 pode laborar um maximo de 25 horas
semanais.

A fabrica dispde de 9 trabalhadores ( com horario semanal de 36 horas ) - a cada
maquina €& afectado um trabalhador, ficando 4 trabalhadores no sector de montagem. Cada
trabalhador recebe 0,9 u.m. por cada hora de trabalho no sector de produgéo e 1,0 u.m:por
cada hora de trabalho no sector de montagem.

Cada conjunto electronico demora 5 horas a ser montado. Os trabalhadares
afectados as maquinas poderdo, quando as respectivas maquinas nao estiverem_em
funcionamento, ser utilizados no sector de montagem.

O custo de materiais envolvidos em cada componente cifra-se em 3 u.m, 2 u.m. ou
4 u.m. , por cada componente A, B ou C respectivamente.

O custo de utilizagdo de uma maquina de tipo 1, 2 e 3 &, respectivamente, igual a 1
um./h,5um./he6um./h.

Cada conjunto electronico € vendido por 500 u.m. .

Sabendo que se pretende maximizar o lucro, formule o problema com um modelo de
Programacéao Linear, que Ihe permitisse determinar o plano 6ptimo de producgao.
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Duas fabricas F1 e F2 produzem semanalmente respectivamente, 2700 e 2200
unidades de um determinado produto, abastecendo trés clientes A, B e C, com
necessidades semanais, respectivamente, iguais a 1700, 1000 e 1800 unidades. Considera-
-se que estas necessidades deverao ser obrigatoriamente satisfeitas.

Sabe-se que ndo sdo efectuados transportes entre uma fabrica e um cliente a
distancias superiores a 60 km.

Cada cliente pode ser abastecido directamente por cada fabrica (desde que a

distancia ndo exceda 60 km), ou por um entreposto. O entreposto é abastecido pelas duas
fabricas. - Ver esquema abaixo:

LF1 |

S
//7

Entreposto

A
HBE

A matriz seguinte indica as distancias (em km) entre as fabricas/clientes/entreposto:

A B C Entreposto
F1 50 70 90 30
F2 80 70 40 20
Entreposto 60 50 60

O custo de transporte de uma unidade de produto é igual a 3 u.m./km.
A utilizagdo do entreposto traduz-se num custo de 5 u.m. por cada unidade de produto

que transite pelo entreposto.

Formule o problema com um modelo de Programagdo Linear, que |he permita
determinar o plano de abastecimento semanal que minimiza o custo total.
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A PAPIREX , uma empresa que comercializa toalhas de papel para mesas- e
"toalhetes" para utilizagdo em tabuleiros.

Cada toalhatem 1 m x 1 m e cada toalhete tem 0,80 m x 0,45 m.
A PAPIREX fabrica as toalhas e os toalhetes a partir de "folhas standard" de 2m x 2mn,

cortando-as de modo a que, pelo menos, uma toalha de 1 m x 1 m seja sempre retirada“de
cada "folha standard".



Sabendo que se pretende satisfazer totalmente uma encomenda de 4 000 toalhas e
80 000 toalhetes, elabore um modelo de Programacgéo Linear que lhe permita determinar o
"plano de corte" das "folhas standard" que minimiza os desperdicios.
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O Ministro da Cultura da Lusolia esta a preparar a programagéo das actividades que
farao parte de "Lisbdlia - Capital da Cultura" que decorrera em 2001.

Serdo considerados seis tipos de iniciativas: "Operas, Concertos Classicos,
Concertos Rock, Bailado, Exposi¢des e Cinema/Teatro. Para efeitos de programagéo o ano
sera dividido em trés épocas: Jan-Abr , Mai-Set e Out-Dez. = No quadro seguinte sao
indicadas com * as épocas para as quais & possivel programar os diferentes tipos de
iniciativas.

Indica-se ainda, para cada iniciativa (por "espectaculo” i.e., por cada Oopera,..., por
cada exposigéo,...) o grau de satisfagao do publico jovem e do publico adulto (em u.s. -
- unidades de satisfag@o) e o seu custo (em u.m.).

Epoca Custo Satisfacao (u.s.)
Jan-Abr Mai-Set Out-Dez (u.m.) Jovens Adultos

Operas * * 100 10 12
Concertos * * 50 13 15
Classicos

Concertos Rock * * 30 19 15
Exposi¢des * * 25 16 14
Bailados * * * 15 15 15
Cinemas / Teatro * * * 10 16 17

O Ministro da Cultura decidiu que
* no minimo, dever-se-ia apresentar uma opera na programagao

* 0 numero total de concertos classicos ndo deveria ser inferior ao
numero total de concertos rock

* 0 numero total de concertos rock nao deveria ser inferior ao nimero
total de bailados

* 0 nimero de "espectaculos" em cada época deveria situar-se entrza
20 % e 60 % do numero total de "espectaculos” a realizar

* a satisfagéo global do publico jovem néo deve ser inferiora 70 % ¢a
satisfagéo global do publico adulto

O Ministro da Cultura pretende maximizar a satisfagdo global do publico adulto,
dispondo de um orgamento de 3 500 u.m. .



Elabore um modelo de Programacédo Linear adequado para ajudar o Ministro da
Cultura a preparar "Lisbdlia - Capital da Cultura".
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A Lusdlia € um pais que pode ser dividido em quatro zonas (1 a 4).

O Primeiro Ministro da Lusodlia esta interessado em "atacar o problema da falta de
habitagbes no Pais". Sabe-se que, no total, seriam necessarias mais 115 000 novas
habitagdes.

O Quadro seguinte indica o numero de habitagbes necessarias em cada zona, bem
como o seu custo de construgdo e a "satisfagdo popular" associada.

N° habitagdes Custo de uma habitagéo (u.m.) Satisfacéo (u.s./habitante)
Zona necessarias 1999 2001 2003 até 2001 pés 2001
1 50 000 10 12 14 3 2
2 30 000 8 9 11 4 2
3 20 000 7 9 10 5 3
4 15 000 7 8 9 4 4

Assim, e a titulo de exemplo, a construgdo de uma nova habitacdo na zona 2, em
2001, teria um custo de 9 u.m. , e corresponderia a 4 u.s. (unidades de satisfagéo).

As disponibilidades financeiras para 1999, 2001 e 2003 cifram-se, respectivamente,
em 300 000 u.m., 400 000 u.m. e 500 000 u.m. .

Por imperativos de ordenamento regional, ndo se pode atribuir a zona 1 um nuamero
total de novas habitagdes superior ao dobro do nimero total de novas habitagdes atribuidas
ao conjunto das zonas 3 e 4.

Formule o problema com um modelo de Programacao Linear, que ajude o Primeiro
Ministro a decidir qual o plano habitacional que maximiza a satisfagdo popular total até ao
final de 2003.
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Uma pequena unidade industrial produz dois tipos de pegas.

A produgao de uma pecga de tipo 1 requer 3 horas de laboragdo na maquina A1, au,
alternativamente, 4 horas na maquina A2. Adicionalmente, cada pega de tipo 1 processada
pela maquina A1 requer 1 hora na maquina B1, ou, alternativamente, 2 horas na maquina:? ;
cada peca de tipo 1 processada pela maquina A2 requer 3 horas na maquina B2, gGu,
alternativamente, 5 horas na maquina B3.

A producdo de uma peca de tipo 2 requer 2 horas de laboragao na maquina A1 e 1
hora na maquina B1 ou, alternativamente, 3 horas na maquina A2 e 2 horas na maquina B3.



Sabe-se que cada maquina de tipo A ndo deve laborar mais de 40 horas por semana, e que
cada maquina de tipo B ndo deve trabalhar mais de 35 horas por semana.

O custo horario de funcionamento de cada uma das maquinas de tipo A é igual a 30

u.m.. O custo horario de funcionamento das maquinas B1, B2 e B3 ,é respectivamente, igual
a20u.m., 50u.m.e 20 u.m..

A matéria-prima utilizada por cada pecga de tipo 1 custa 200 u.m. . A matéria-prima
utilizada por cada peca de tipo 2 custa 300 u.m. .
Cada peca de tipo 1 é vendida a 1 500 u.m. e cada pecga de tipo 2 € vendida a 1 000

um..

Formule o problema com um modelo de Programacado Linear, que lhe permita
determinar o plano de produgao que maximiza o lucro.
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A A.E.P. - Agéncia Espacial Portuguesa - esta a planear trés lancamentos dos seus
foguetées LUSITANO - um langamento em 1999 e dois langamentos em 2001.

Sabe-se que cada LUSITANO pode transportar uma carga com volume maximo de
700 u.vol. e com peso maximo de 1000 u.peso .

O custo de cada langamento e estimado pela A.E.P. em 7 000 u.m. .

A lista de potenciais interessados em utilizar os LUSITANOS e os correspondentes
volumes, pesos e valores a cobrar pela A.E.P., a seguinte:

Utilizacao
Fins Comerciais Fins Cientificos
Volume Peso A Cobrar Volume Peso A Cobrar
CLIENTE (uvol) | (upeso) | (um.) CLIENTE (uvol) | (upeso) | (um.)
SATELCOM1 * | 200 700 8600 |FCTEXP 450 300 7 650
SATELCOM2 **| 500 600 | 11400 | BIOESPACO 300 200 4 600
TVESPACO * 380 430 7640 |CIENCIA * 250 400 5700
ESPIASAT 150 250 3 500 | MEDICSPACE 350 500 7 950
TEMPOSAT 240 320 4 960 |PHYSICSAT 250 300 4900

Obs.: * - Cliente interessado em langamento apenas em 1999.
** - Cliente interessado em langamento apenas em 2001.

Por razdes de "imagem", a A.E.P. pretende aceitar, pelo menos uma encomenda para
fins cientificos em cada um dos anos.

Formule o problema, com um modelo adequado de Programacao Linear (que pude
incluir variaveis binarias), que lhe permita planear os trés langamentos de modo a maximizar
os lucros da A.E.P. .
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Uma importante empresa de projectos dispde de trés "polos" (gabinetes): o "polo-
-sede em Lisboa e os "polos" de Coimbra e Porto.

O Director-Geral da empresa esta a estudar a possibilidade de a empresa se
candidatar a alguns projectos internacionais, estando actualmente em analise os projectos A,
B,C,DeE.

O quadro seguinte indica o valor do lucro (u.m.) que a empresa pode obter, em fungéo
do projecto e do "polo" encarregado de o desenvolver.

PROJECTO A B C D E
POLO
Lisboa 10 12 9 15 3
Porto 12 11 5 13 14
Coimbra 7 10 6 * 8

Nota (*): Por razdes técnicas o "polo" de Coimbra ndo podera concorrer ao projecto D.
O Director-Geral decidiu autorizar que o "polo-sede" se candidate a dois projectos e
que cada um dos outros dois "polos" se candidate apenas a um projecto.
Pretende-se determinar qual(is) o(s) projecto(s) se deve(m) candidatar os trés "polos"

da empresa, sabendo que se pretende maximizar os lucros.

Formule o problema utilizando variaveis binarias (ou, um modelo de Programagéao
Linear).

-12 -

As eleicdes na Lusdlia j& ndo tardavam. Era preciso planear novas obras e
impressionar os eleitores.

O Primeiro-Ministro decidiu mandar construir duas pontes, uma auto-estrada, vinite
escolas, dez lares para a 3? idade e trinta jardins infantis.

O Ministro do Planeamento apresentou a matriz de ganhos eleitorais e de custos:de
execugao correspondentes as diferentes iniciativas propostas pelo Primeiro-Ministro nas trés
regides do pais (Norte, Centro e Sul):

Regido: Norte Centro Sul
o Ganhos Custos Ganhos Custos Ganhos Custos
Realizagao de: (votos) (u.m.) (votos) (u.m.) (votos) (u.m.)
1 ponte 50 000 30 30 000 25 60 000 35
1 auto-estrada 40 000 26 40 000 23 40 000 20
1 escola 5000 3 7 000 2 6 000 4
1 lar 3% idade 7 000 2 6 000 3 8 000 2
1 jardim infantil 1000 1 2 000 1 1000 1

11




De acordo com o Ministro do Planeamento deverdo ser respeitadas as seguintes
condigdes:

- cada uma das novas pontes deve ficar numa regiao diferente;
- a auto-estrada deve ficar na regido a qual néo for atribuida qualquer ponte;

- 0s numeros minimos e maximos de escolas, lares da 3? idade e jardins infantis a
construir nas trés regides é dado no quadro seguinte:

Regiéo: Norte Centro Sul
Min. | Max. | Min. | Max. | Min. | Max.
Escolas 5 10 6 15 3 12
Lares 2 6 3 9 3 10
Jardins 4 15 5 17 6 20

O Ministro das Finangas declarou poder disponibilizar 200 u.m. para as novas
construgoes.

Formule o problema, com um modelo adequado de Programacgao Linear (que pode
incluir variaveis binarias).

-13 -

Uma empresa multinacional produtora de pegas A, B e C fabricadas nas suas 5
fabricas ( A, B, C, D e E ) em 4 paises P1, P2, P3 e P4 ( P1 e P2 paises da Europa ; P3 €

P4 paises da América ) esta a estudar o seu plano de producado e distribuicdo, visandc
maximizar os lucros.

O lucro unitario (em u.m.) associado a venda da cada pega em cada pais é dado n¢
quadro seguinte.

A B C D E Procura
Mensal
P1 10 15 12 23 35 320
P2 * 25 13 12 28 340
P3 13 18 * 15 13 340
P4 12 10 18 10 19 400
Capacidade
de Produca
Cvonsal | 200 300 400 150 250 | 1300

Formule o problema com um modelo de Programacéao Linear Inteira.

12



-14 -

O Departamento de Planeamento do BNR
implantagdo do banco num dado pais. Para tal considera-se o pais dividido em trés regides

(Banco Novo Rico) esta a estudar a

(A, B e C) e a possibilidade de instalar agéncias bancarias de quatro tipos (1, I, lll e IV).

O quadro seguinte indica o custo (u.m.) e o "impacto" ( 1- minimo ; 10 - maximo )

correspondente aos diferentes tipos de agécia nas diferentes regides:

Regido A B C
Tipo de Custo Impacto Custo Impacto Custo Impacto
Agéncia
| 100 9,3 120 9,5 90 10,0
Il 90 8,2 100 8,5 85 9,0
1] 70 6,3 80 6,0 65 7,0
[\ 50 3,2 70 2,5 50 4.0

O BNR foi autorizado a abrir um total de 100 agéncias, tendo-se comprometido a
respeitar os nimeros minimo € maximo de novas agéncias a abrir nas diferentes regides
indicados na tabela seguinte:

Zona: A B C
N° minimo 10 30 15
N° maximo 20 70 30

O Departamento de Planeamento do BNR decidiu

*

abrir pelo menos trés agéncias de tipo | em cada regiao

*

que o numero total de agéncias de tipo | deve ser superior ao nimero
total de agéncias de tipo Il

*

investir, no maximo, 8500 u.m. na constru¢ao das novas agéncias

Sabendo que se pretende maximizar o "impacto" global da abertura das novas
agéncias do BNR, elabore um modelo de Programacéo Linear Inteira adequado.

13
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A SELECTA é uma empresa que selecciona pessoal para outras empresas. De
momento a SELECTA esta a analisar seis candidatos destinados a quatro vagas. Os
referidos candidatos prestaram provas de aptiddo para as quatro vagas tendo obtido os
seguintes resultados na escala [ 0,100 ]

(0 - péssimo ; 100 - éptimo ) :

A B C D E F
Candidato
\Vaga
1 10 20 50 75 3 10
2 30 51 92 84 45 1
3 5 64 30 52 39 72
4 68 9 71 4 5 23

Sabe-se que a SELECTA considera que:
i) Qualquer candidato com menos de 10 pontos numa determinada
prova de aptiddo esta automaticamente excluido da vaga
correspondente.

i) Qualquer candidato com menos de 10 pontos em mais de uma
prova de aptidao € automaticamente excluido de todas as vagas .

Formule o problema com um modelo de Programacao Linear Inteira, de modo a
poder ajudar a SELECTA a efectuar a selecgédo dos candidatos.

-16 -

O Director de Programacao do canal de televisdo AiTéVé foi seriamente advertido
pelo Presidente do Conselho de Administragdo : "Pensa que isto é algum canal da igreja,

ouqué? Estaaver-me com cara de Madre Teresa de Calcuta ? & &* é !!! Eu
quero LUCROS ! !'! Ou me apresenta uma nova grelha de jeito, ou entédo &= &

é RUA

Um tanto enervado o (ainda) Director de Programagdo da AiTéVé consultou o seu
quadro de lucros horarios (em u.m.) com a Publicidade, em fung¢éo do tipo de programa, da
hora de emisséo e do dia da semana, que se apresenta de seguida:

Tipo de Programa
Horario de emissao Informativos Filmes Telenovelas Séries
Das 14 22/62 F 5 8 8 9
as 19 Sab/Dom 8 14 7 9
Das 19 2%/62 F 15 14 19 8
as 22 Sab/Dom 15 15 13 7
Das 22 2262 F 13 18 5 9
as 01 Sab/Dom 11 22 3 6
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"Ora bem a programacao diaria ndo pode ser inferior a 10 horas... Hummmm...

... O numero total de horas de Filmes devera ser, no minimo, igual ao nimero total
de horas de Telenovelas... Hummm ...

... O numero total ( de 22 a 62 Feira ) de horas de Informativos devera ser, pelo
menos, duplo do numero total ( de 22 a 62 Feira ) de horas de Séries... Hummm ...

... Ou é da minha vista, ou esta droga resolve-se por Programagéo Linear ! "

Formule, com um modelo de Programacéo Linear adequado, o problema do Director
de Programacao da AiTéve .
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O Rato Dourado ¢ um famoso ladrdao de ourivesarias, muito procurado pela
Policia, conhecido por utilizar uma pequena mochila para transportar os seus saques.

O canal de televisdo AiTéVe, para o seu proximo programa "Gamango em Directo”
decidiu seguir o Rato Dourado numa das suas incursdes...

"Ora ca estamos nés em mais um "Gamango em Directo”, desta vez seguindo o
famoso Rato Dourado !", sussurou o apresentador, tremendo com a possibilidade (remota)
da Policia aparecer...

"Vindos de um cano de esgoto, acabamos de penetrar numa Ourivesaria da Baixa
(n&o posso dizer o nome, porque ndo fazemos publicidade neste programa). O Rato
Dourado ¢é, na verdade , fantastico! Os alarmes sofisticados nem piaram e, gragas as
persianas metalicas de seguranca que nos isolam dos olhares dos noctivagos, podemos
acender os nossos holofotes e mostrar-lhes as preciosidades que temos a nossa frente. "

Seguem-se uns minutos de filmagem ...

"Senhor Rato Dourado diga-nos como vai decidir o que levar na sua mochila ?",
perguntou respeitosamente o apresentador.

"Enquanto vocés filmavam tudo com esse ar embasbacado, preenchi este quadro ",
disse o Rato Dourado exibindo o quadro que a seguir se apresenta:

Possiveis artigos Quantidade Informacdes por unidade de artigo
a gamar existente Volume (u.vol.) | Peso (u.peso) Valor (plins)
Pérolas 525 2 1 320
Anéis 250 3 4 520
Colares 100 7 10 1250
Pulseiras 120 6 9 1000
Tacas 35 25 35 3500
Libras em Ouro 753 3 5 600

"Agora é sO correr o meu modelo de Programacdo Linear Inteira no meu
microcomputador portatil para determinar o gamango d6ptimo, sabendo que n&o pretendo
ultrapassar as 1 500 u.vol. da minha mochila, nem as 1 000 u.peso ( € que os anitos ja vao
pesando... Hi ! Hi ! Hi ! ) ", disse o Rato Dourado olhando para o ecran de cristais liquidos
do seu microcomputador portatil.

Conceba um modelo de Programacéao Linear Inteira que pudesse ser instalado no
microcomputador portatil do Rato Dourado para o ajudar na sua tarefa.
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-18 -

O Gerente da PC Land tem de decidr quantos computadores MegaFast e
MicroTornado encomenda para a sua loja.

Cada MegaFast é comprado pela PC Land por 25 u.m. por unidade. Cada
MicroTornado é comprado por 32 u.m. por unidade, para compras até 20 unidades e 30 u.m.
por unidade para compras superiores a 20 unidades. A PC Land vende cada MegaFast a
35 u.m. e cada MicroTornado a 43 u.m..

O MegaFast é comprado pela PC Land em lotes de 5 unidades e o MicroTornado é
comprado em lotes de 10 unidades.

O Gerente decidiu que se comprar mais do que 20 unidades de MicroTornado,
comprara pelo menos 15 unidades de MegaFast. De qualquer modo, relativamente ao
MegaFast, ou ndo compra qualquer unidade, ou compra pelo menos 10 unidades desse
computador.

A PC Land tem um numero de clientes que garante o escoamento dos
computadores comprados, mas atravessa algumas dificuldades de tesouraria e, assim, nao
dispbe de mais de 1500 u.m. para investir na encomenda de MegaFasts e de
MicroTornados.

Ajude o Gerente a decidir quantos MegaFasts e MicroTornados deve comprar,
formulando o problema com um modelo de Programagéo Linear Inteira.

- 19 — (revisitando o problema 12)

As eleicdes na Lusolia ja nado tardavam. Era preciso planear novas obras e
impressionar os eleitores.

O Primeiro-Ministro decidiu mandar construir trés pontes, uma auto-estrada;vinte
escolas, dez lares para a 32 idade e trinta jardins infantis.

O Ministro do Planeamento apresentou a matriz de ganhos eleitorais e de custis de
execugao correspondentes as diferentes iniciativas propostas pelo Primeiro-Ministro nas trés
regides do pais (Norte, Centro e Sul):

Regiao: Norte Centro Sul
o Ganhos Custos Ganhos Custos Ganhos Custos
Realizagéo de: (votos) (u.m.) (votos) (u.m.) (votos) (u.m.)
1 ponte 50 000 30 30 000 25 60 000 35
1 auto-estrada 40 000 26 40 000 23 40 000 20
1 escola 5000 3 7 000 2 6 000 4
1 lar 3% idade 7 000 2 6 000 3 8 000 2
1 jardim infantil 1000 1 2 000 1 1000 1

De acordo com o Ministro do Planeamento deverdo ser respeitadas as seguintes

condigdes:

- se uma das novas pontes ficar na regido Norte, entdo pelo menos uma ponte
devera ser construida na regiao Centro;

- a auto-estrada deve ficar na regido a qual nao for atribuida qualquer ponte;
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- se o0 somatdrio dos numeros de escolas, lares da 32 idade e jardins infantis a
construir nas regido Sul for inferior a 15, entdo devera ser construida uma ponte
nessa regiao.

O Ministro das Finangas declarou poder disponibilizar 200 u.m. para as novas
construgoes.

Formule o problema, com um modelo adequado de Programagao Linear (que pode
incluir variaveis binarias).

-20 -

Considere a regiao admissivel S, esquematizada abaixo.

WV

5 13

Pretende-se resolver o seguinte problema de optimizacéo:
Min F =a X + bY,
Sujeitoa S.

Sabe-se b é igual a 3 para Y inferior a 8 e a 2 para Y nao inferior a 8. Por outro
lado, a depende de X, como se esquematiza abaixo:

a. X N
36 .
20 e ’ |

Represente o problema que se pretende resolver sem utilizar disjuncgdes.
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-1 -
Considere o seguinte problema de Programacao Linear :

MIN F = -X +2Y

sujeito a
X+ Y<3
X +4Y> 4
-X+ Y<O0
X Y>>0

a) Resolva-o graficamente.

b) Se ao problema indicado inicialmente se acrescentar a restricdo 4 X + 2 Y < 8,
manter-se-a a solugao 6ptima determinada na alinea a) ?  Justifique.

-2-

Considere o seguinte problema de Programacéo Linear:
Max F = X+ Y

sujeito a
2X + Y
X +2Y
2X -2Y

10
14

ININ IV

a) Resolva-o graficamente.

b) Se ao problema inicial se acrescentar a condigao "X, Y inteiros", qual a sua
solucdo ? ( Utilize a resolugéo grafica da alinea a) )

c) Admita que, relativamente ao problema inicial, se altera o objectivo para
Max F =6 X+ Y ,com®6 R.

Utilizando a resolugdo grafica da alinea a), resolva este problema de P.L.
Paramétrica, em funcéo do parametro 6 .

d) Admita que, relativamente ao problema inicial, se acrescentou a condigdo "X,
Y inteiros" e se alterou o objectivopara Max F = 6 X +Y ,com 6 €R.

Resolva este problema de P.L.I. Paramétrica, em fungao do paradmetro 0 .
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-3-

Considere o seguinte problema de Programacéo Linear :
Max F = X +2Y a) Resolva-o graficamente.

b) Admita que o termo independente da

sujeito a
X+ Y > 12 restricdo passaaser6 (6>0). A
-X+ Y <A1 partir da resolugdo grafica da alinea
X <2 anterior, resolva o problema de
Programacao Linear Paramétrica
X, Y=>0 resultante.

Considere o seguinte problema de Programacao Linear :

MAX F= X +Y

sujeito a :
X+Y=>8
X <6
Y <5
X,Y =0

a) Resolva-o graficamente.

b) A partir da resolucado grafica da alinea anterior, identifique a base dptima deste
problema.

-5-

Considere o seguinte problema de Programacao Linear :

Sabendo que este problema admite multiplas

M?? F= X+ Y solugdes optimas,
sujeito a : a) Indique, justificadamente, se se trata de um
X+ Y>8 problema de maximizagao ou de minimizagao.
X <6
Y <5 b) Resolva o problema.
X,Y >0 ¢) Indique a solugdo Optima correspondente a

X* = 4. Tratar-se-a de uma solugcédo basica ?
Justifique.

-6 -

Considere o espacgo de solugdes admissiveis, S, definido por:

30
18
5

2X +3Y
X+ 3Y
Y

IN IV IA

\

X,Y 0
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Relativamente ao espaco de solugdes admissiveis S, complete:

a) Se o objectivo for MAX F =1X + 3Y a solugdo Optima sera
X*,Y*)= ,com F* =

b) Se o objectivo for MIN F =1X + 3Y a solugdo Optima sera
X* ) Y* )= ,com F* =

c) Se o objectivo for M___ G =2X__ Y a solugdo Ooptima sera

(X* Y*)=(12,2),com G* =

d) Se o objectivo for M___ H

X - 6Y a solugao o6ptima sera

X* Y*)= (12,2)+(1-1)(15/2,5), A € [0,1].

-7-

Considere o seguinte problema de Programagao Linear:

Max F = 2X + Y

sujeito a
X+ Y <8 a) Resolva-o graficamente.
X+ Y =5
X+ Y < 3 b) A partir da resolugéo grafica da alinea
X - Y < 3 anterior, identifique a base Ooptima desie
problema.
X Y 20

Considere o seguinte problema de Programacéo Linear:

Max F = 2X + 5Y
a) Resolva-o graficamente.

sujeito a
X+ Y <10 b) A partir da resolugdo grafica do problema
X+2Y <12 dado, indique, justificando sucintamente, quais as
X +3Y <15 variaveis que pertencem a base Optima do
problema.
X, Y >0

c¢) Admita que, relativamente ao problema inicial, se altera o objectivo para
Max F =0 X+ 5Y ,com0 eR.

Utilizando a resolugdo grafica da alinea a), resolva este problema de P.L.
Paramétrica, em funcéo do parametro 6 .

d) Admita que, relativamente ao problema inicial, se acrescentou a condicdo "X, Y
inteiros" e se alterou o objectivopara Max F =06 X + 5Y ,com 6 €R.

Resolva este problema de P.L.I. Paramétrica, em fungéo do paradmetro 0 .
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Considere o seguinte problema de optimizagao:
Max F = 56X +6Y

sujeito a
16

3Y
2Y 17

IAIA

2 X+
3 X+

a) Recorrendo ao Método Grafico, resolva-o considerando:

i) X,Y=0 ( Programagéo Linear )

ii) X,Y>0 e Xinteira ( Programagéo Linear Mista )
iii) X, Y>0 e Yinteira ( Programagéo Linear Mista )
iv) X, Y>0 e X, Y inteiras ( Programagéo Linear Inteira )

b)  Compare os resultados obtidos na alinea anterior.

-10 -

Apresentando exemplos simples de resolugdes graficas relativas a um problema A de
Programacao Linear e do correspondente problema B de Programagdo Linear Inteira
(que se obtém a partir de A, com a exigéncia da integralidade das variaveis), indique se sédo
verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacoes:

1) Se A e B admitem solugdes éptimas Unicas, entdo a solugdo 6ptima de B é, de entre as solugoes
admissiveis inteiras, a "mais proxima" da solugéo éptima de A.

1) Se A admite pelo menos uma solugéo 6ptima, entdo B também admite pelo menos uma solu¢éo
Optima.
1) Se B admite pelo menos uma solugdo 6ptima, entdo A também admite pelo menos uma solucdo
Optima.

IV) Se A admite uma solugédo 6ptima unica, entdo B também admite uma solugéo optima Unica.
V) Se A admite multiplas solugdes 6ptimas, entdo B também admite multiplas solu¢des 6ptimas.

VI) Se A e B nao forem impossiveis e se A admite uma solugdo 6ptima Unica, entdo B também admite
uma solugéo optima Unica.

VII) Se A e B nao forem impossiveis e se A admite multiplas solu¢des optimas, entdo B também admite
multiplas solugdes 6ptimas.

VIII) Se B admite uma solugdo 6ptima uUnica, entdo A admitira pelo menos uma solugéo 6ptima.
IX) Se A admite uma solugdo éptima Unica, entdao B admitira pelo menos uma solugéo 6ptima.

X) Se A e B nédo forem impossiveis e se A admite uma solugdo 6ptima unica, entdo B admitira pelo
menos uma solugao éptima.

XI) Se A e B néo forem impossiveis e se B admite uma solugdo éptima unica, entdo A admitira pelo
menos uma solugao éptima.

XII) Se A e B nao forem impossiveis, o valor 6ptimo da fungéo objectivo do problema B é sempre pior que
o valor éptimo da fungao objectivo do problema A.
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-11 -
Complete o seguinte "Quadro do Simplex" de modo a que corresponda a uma
solugao basica degenerada 6ptima e unica .

X Y Z F1 F2 F3 Tl
? 0 ? 1 ? 0 2 ?
Y 1 ? ? ? 0 0 ?
? -1 ? ? ? 1 2 ?
F ? ? ? 0 0 2 ?

-12 -
Considere o seguinte "Quadro do Simplex":

X Y Z F1 F2 F3 Tl
Y 0 1 -1 0 1/2 2 2
X 1 0 1 0 0 0 3
F1 0 0 2 1 1 2 6
F 0 0 -2 0 -1 2 10

Resolva o correspondente problema de Programagéo Linear.

-13 -

Uma refinaria produz trés derivados do petréleo D1, D2 e D3.

Para a producédo dos referidos derivados sdo consumidos dois recursos: crude e
energia. A tabela seguinte indica o consumo de cada recurso necessario a producéo dg 1
u.vol. de cada derivado.

Derivado Crude Energia

(1 u.vol.) (barris) (u.e.)
D1 4 2
D2 2 4
D3 6 8

O lucro unitario associado aos derivados D1, D2 e D3 é, respectivamente, igual a 2, 3
e 7u.m.. A disponibilidade mensal dos recursos é igual a 210000 barris de crude e
180 000 u.e. de energia.

Pretende-se maximizar o lucro.

* %k %

A este problema corresponde a seguinte formulacao:

Sejam X, Y e Z as quantidades mensais (em u.vol.) produzidas pela refinaria de D1,
D2 e D3, respectivamente.

Max F =2X +3Y +7Z
sujeito a

4X +2Y +6Z < 210000
2X +4Y + 8Z < 180000

X, Y, Z22=0
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Resolva o problema utilizando o Algoritmo Simplex Primal.

-14 -

Considere o seguinte problema de Programacéo Linear:

Max F =3X +2Y + 57

sujeito a
6 X+ 3Y + Z <340
X+9Y +3Z <170
X, Y, Z=>0

Resolva o problema utilizando o Algoritmo Simplex Primal.

-15 -

Considere o problema de Programacao Linear seguinte:
Max F = -5X + 10Y -30Z+20W
sujeito a

X+ 2Y-3Z+ W
- X+ Y- 2Z+ 4W

ININ

\Y

X, Y, Z, W 0

Resolva o problema utilizando o Algoritmo Simplex Primei.
-16 -
Considere o seguinte problema de Programacéo Linear:
Max F =2 X +8Y

sujeito a

Resolva o problema utilizando o Algoritmo Simplex Primal.

-17 -

Considere o seguinte problema de Programacao Linear:

Max F = 3X +2Y +5Z

sujeito a
X+ Y+ Z < 100
4X + Y +3Z < 200
X, Y, Z >0

Resolva o problema utilizando o Algoritmo Simplex Primal.
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-18 -
Considere o seguinte problema de Programacéo Linear:
Max F = 2X + 5Y
sujeito a
X+ Y <10
X+2Y <12
X+3Y <15
X, Y =20

Resolva o problema utilizando o Algoritmo Simplex Primal.

-19 -

Considere o seguinte problema de Programacéo Linear:

MAX F = 2X-Y

sujeito a
X+Y >5
-X+Y <3
2X+Y < 8
X,Y>0

a) Resolva-o graficamente.
b) A partir da resolugédo grafica, identifique a base éptima e utilizando &

Formulagcdo Matricial do Simplex, confirme a solugdo Ooptima do problema,
determinada em a).

-20 -

Considere o seguinte problema de Programacao Linear:

MAX F= X + Y

sujeito a
X+Y=>38
X <6
Y <5
X,Y=20

a) Resolva-o graficamente.
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b) A partir da resolugéo grafica, identifique uma s.b.a. ndo 6ptima e utilize-a como
base inicial do Algoritmo Simplex Revisto para determinar a solugdo 6ptima do
problema, confirmando o resultado determinado em a).

-21 -

Considere o seguinte problema de Programacéo Linear:

MAX F=3X +Y

sujeito a
X > 1
Y =22
X+Y <5
X,Y>0

a) Resolva-o graficamente.

b) A partir da resolugéo gréfica, identifique uma s.b.a. ndo 6ptima e utilize-a como
base inicial do Algoritmo Simplex Revisto para determinar a solugdo 6ptima do
problema, confirmando o resultado determinado em a).

-22 -

Calcule todos os vértices do poliedro convexo seguinte:

3 4 6 X < 24
10 5 -6 Y 30

z

XY, Z22=20.

-23 -

Considere o seguinte Quadro do Simplex, correspondente a uma solugdo
"intermédia" obtida na resolugdo de um problema de Programacio Linear (cuja fungao
objectivo se pretendia maximizar):

A B C D E F Tl
A 1 213 0 0 43 O 4
D 0 -73 3 1 -23 0 2
F 0 -213 -2 0 23 1 2
G 0O 83 -11 0 43 O 8

Sabendo que a inversa da matriz dos coeficientes das variaveis basicas a que esta
solugao corresponde é

B-1=13 .| 1 1 -
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e que o correspondente vectorCg é[ +1 +3 -1 ], formule o problema original.

-24 -
Considere o seguinte problema de Programacéo Linear:
Max F = X+ Y a) Resolva-o graficamente.
sujeito a
2X+ Y =210 b) Partindo da resolugéo grafica, identifique
X +2Y <14 a base correspondente a solugdo 6ptima.
2X -2Y < 5

c) Recorrendo a formulagcdo matricial do
X, Y>>0 Simplex, obtenha o Quadro do Simplex
correspondente a solugao 6ptima.

-25 .

Considere o seguinte problema de Programacao Linear :

MIN F = -X +2Y a) Resolva-o graficamente.
sujeito a b) Partindo da resolucao grafica, identifique
X+ Y<3 a base correspondente a solugao 6ptima.
X +4Y> 4
X+ Y<O0 c) Recorrendo a formulagdo matricial ¢o
Simplex, obtenha o Quadro do Simplex
X Y >0 correspondente a solugéo 6ptima.

-26 -
Considere o seguinte problema de Programacéo Linear:
MAX L =3A-2B+4C-5D
sujeito  a 2 1 4 100 1o ][AT=1TS-5
-1 2 3 5 0 1 0 O B 7
4 0 -2 0 0 0 O -1 Cc 8
0o 2 01 -10 0 O D 4
E
F
G
h— H—
A, B,C,DEFGH=>=0.
a) Sabendo que -1
2 4 0 O = 110 1. 0 2 O
-1 3 0 1 2 0 -1 0
4 -2 0 O 0 0 0 -10
0 0 -1 0 -5 10 5 O
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complete o Quadro do Simplex seguinte, correspondente ao problema indicado:

b)

A B Cc D E F G H Tl

rlmom»

Classifique, quanto a admissibilidade e optimalidade, a solugéo correspondente ao

Quadro do Simplex anterior.

-27 -

Considere o seguinte problema de Programacéo Linear:
MAX F = 2X+ Y

sujeito a
X+ Y
-X+ Y
X+3Y
X

10

15

IN IV OIA A

X,Y=>20

a) Resolva o problema recorrendo ao Algoritmo Simplex Revisto, tomando comz:
base inicial (X, Y ,F1,F4). Nota: Fj designa a variavel de folga associada & i-ésima restrigéo.

b) Se o coeficiente da variavel X na fungéo objectivo puder sofrer variagdes, par=
que valores desse coeficiente se mantera éptima a solugao determinada na alinez
anterior ?

c) Se o coeficiente da variavel X na fungéo objectivo for igual a 1 qual a solugéo do
problema ?

d) Relativamente ao problema original, se o termo independente da terceira
restricdo sofrer um aumento havera alteracdo da solucdo 6ptima determinada na
alinea a) ? Justifique. [ Aproveite para esbogar a resolugdo grafica deste problema...]

e) Se se introduzir uma nova variavel nao negativa Z no problema original com
coeficiente (+5) na fungéo objectivo e coeficientes 0, +1 , 0 e +2, respectivamente
na 12, 22, 32 e 42 restrigdo, manter-se-a optima a solugéo determinada na alinea a) ?
Em caso negativo, determine a nova solugéo 6ptima do problema.

f) A introdugdo da restricdo adicional Y < 6 , no problema original altera o
correspondente espago de solugbes admissiveis ? E altera a solugdo optima
determinada na alinea a) ? Justifique.

g) A introducdo da restricdo adicional Y > 6 , no problema original altera o
correspondente espago de solugdes admissiveis ? E altera a solugdo optima
determinada na alinea a) ?  Justifique.
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-28 -

Considere o problema de Programacgéo Linear apresentado no exercicio 7:

Max F

2X+ Y

sujeito a

+ + +

X XX XX

< <=<=<<

ININ IV IA

vV

W w o

o

Resolva o problema recorrendo ao Algoritmo Simplex Revisto, tomando como base

inicial (X,Y,Fq,F3).

[eNeNeRE

-29 -

O -~0O0

o -~0O0

-1

-1

oO-~~0O0

Nota: Fj designa a variavel de folga associada a i-ésima restrigao.
Nota: Recorra as inversas das matrizes indicadas a seguir !

1/2
1/2
-1

-~ O O0OO0o

1/2
-1/2
0
1

112"
-1/2

[eNeNeREN

Considere o problema de Programacéo Linear seguinte:

-1

-1

oO-~0O0

1/2 -1/2
172 1/2
-1 0
0 1
0 -1/2
0 1/2
-1 0
0 1

=l e Ne]

OO0

Max F = 3X +2Y +5Z
sujeito a
X+ Y+ Z <100
4X + Y+ 3Z < 200
X,Y,2>20

Resolva o problema, utilizando o Algoritmo Simplex Revisto e tomando (X,Y) como
base inicial.
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-30 -

-31-

-32-

Considere o problema A de Programagéo Linear seguinte:

Max F = -5X + 10Y -30Z +20 W
sujeito a

+

X+ 2Y-3 2 w
-X + Y-2 Z+4W

INIA
—

X, Y,Z, W >0

a) Resolva o problema A , utilizando o Algoritmo Simplex Revisto e tomando (X,W)
como base inicial.

b) Se o coeficiente da variavel Y na fungéo objectivo F for variavel, para que dominio
de variacado se manteria a solugao 6ptima determinada na alinea anterior?

Considere o problema de Programacao Linear seguinte:
Max F = 3X +2Y + 5Z
sujeito a
6 X +3Y + Z <340
X +9Y +3Z <170
X,Y,Z =0

a) Recorrendo a formulagdo matricial do Simplex, verifique que a solugdo 6ptima do
problema é X*=50;Y*=0;Z*=40.

b) Escreva o Quadro do Simplex correspondente a solugédo 6ptima do problema.
c) Imagine que em relagdo ao problema dado se estuda a introdugéo de uma nova
variavel ndo negativa, W , com coeficiente (+4) na fungéo objectivo F e coeficientes

(+3) e (+1) na 12 e 22 restrigdo, respectivamente.

Manter-se-ia a solugdo 6ptima inicialmente apresentada ?  Justifique e, em
caso negativo, obtenha a nova solugao optima.

Considere o problema de Programacéo Linear seguinte:
MaxF=5X+6Y
sujeito a
2X+3Y<16
3X+2Y<17

X, Y= 0

30



a) Resolva o problema graficamente.

b) A partir da resolugao grafica, determine as variaveis que integram a base 6ptima
e, utiizando a Formulacdo Matricial do Simplex, confirme a solugao 6ptima
determinada na alinea a).

c) Considere que, adicionalmente, X deveria ser inteira. Resolva o problema
recorrendo ao Algoritmo Branch and Bound.

d) Resolva o problema recorrendo ao Algoritmo Branch and Bound, considerando
que apenas a variavel Y deveria ser inteira..

e) Considere que as variaveis X e Y sdo inteiras. Resolva o problema recorrendo ao
Algoritmo Branch and Bound.

f) Compare o valor da fungéo objectivo correspondente as solugbes Optinias dos
problemas resovidos nas alineas a), c), d) e e).
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-1-

Resolva, recorrendo ao Algoritmo dos Transportes o problema correspondente ao

seguinte "Quadro dos Transportes":

-2-

NOTA

Resolva, recorrendo ao Algoritmo dos Transportes o problema correspondente ao

F1 F2 F3
3] 1] K
2] N K

Ny N 2 N v »

: Utilize a "Regra do Custo Minimo" para arbitrar a solugao inicial.

seguinte "Quadro dos Transportes":

-3-

NOTA : Utilize a "Regra do Custo Minimo" para arbitrar a solugao inicial:

Resolva, em fungao do pardmetro ( 6 > 0) o seguinte Problema dos Transpgrtes:

F1 F2 F3
[3] [6] [7]

[8] [4] [8]

— [9] — [5] — [9]

F1

F2

F3

A B
[2] [5]
[e] [3]
— [4] — [ 2]

33

65

100

85

50

250

100

100

150

50



-4 -
Resolva, recorrendo ao Algoritmo dos Transportes o problema correspondente ao
seguinte "Quadro dos Transportes":

F1 F2 F3
A 300
16 | 16 | 8
B 200
14 [ 14 [12
C 100
19 [ 18 [ 11
200 200 200

Resolva, recorrendo ao Algoritmo dos Transportes o problema correspondente ao

seguinte "Quadro dos Transportes":

X Y z
A 300
[1] [2] [7]
B 200
[2] [4] [9]
C 100
[3] [8] [5]
300 150 150

Resolva, recorrendo ao Algoritmo dos Transportes o problema correspondents ao

seguinte "Quadro dos Transportes":

X Y z
A 10
[5] [9] [8]
B 20
[5] [1] [2]
C 40
[4] [ 2] [3]
10 50 10

Notas: 1) Arbitre a solugao inicial utilizando a "Regra do Custo Minimo"
2) Nunca efectue mais de duas iteragtes !!
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Resolva, recorrendo ao Algoritmo dos Transportes o problema correspondente ao
seguinte "Quadro dos Transportes":

¥ v , w
’ K 5] 5] 7
i 5] N 5] X
’ 5] 5 X E
5

B A v B - M -

Notas: 1) Arbitre a solugao inicial utilizando a "Regra do Custo Minimo"
2) Nunca efectue mais de duas iteragées !!!

30

80

20

30

-8 -
Na resolugdo de um Problema dos Transportes obteve-se o seguinte "Quadro dos
Transportes":
X Y Z W
A 20 50 0 70
[2] [1] [3] [4]
B 0 0 20 30 50
[4 ] [8 ] [6 ] [2]
C 0 35 15 0 50
[ 6] [ 9] [ 5] [1]
20 85 35 150 170
Estar-se-a perante a solugédo 6ptima ? Justifique e, em caso negativo, obtenha-a!
-9-

Uma empresa dispde de trés fabricas onde produz dois tipos de produtos A e B. A
fabrica 1 produz 100 unidades de A por semana e 150 unidades de B por semana. A fakiica
2 s6 produz produtos do tipo A (200 unidades por semana). A fabrica 3 sé produz produtos
do tipo B (50 unidades por semana).

Das trés fabricas apenas a fabrica 1 dispde de capacidade de armazenagem, isto é as
fabricas 2 e 3 deverédo "escoar" a totalidade da sua produgao semanal.

A empresa pretende determinar o plano de distribuicdo semanal dos produtos A e B a

dois grossistas, cujas necessidades sdo dadas no quadro seguinte.

Produtos | Grossista 1| Grossista 2
A 50 180
B 100 100
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Os custos unitarios de transporte dos referidos produtos sdo dados no quadro seguinte

(em u.m.).
Fabrica Produto | Grossistal | Grossista 2
1 A 3 7
1 B 1 4
2 A 2 6
3 B 6 2
a) Elabore o plano 6ptimo de distribuigdo semanal que minimiza o custo total de
distribuicao.
b) Sera possivel que tal plano 6ptimo contemple a possibilidade de a fabrica 1

enviar 15 unidades (por semana) de A a cada um dos grossistas ? Justifique.

-10 -
O treinador de natacdo de um clube desportivo tem de seleccinar quatro
nadadores para representarem o clube na competicdo nacional de "4 x 100 m estilos ".

Na referida prova cada equipa é formada por quatro nadadores, devendo cada um
nadar 100 m num estilo diferente dos seus colegas de equipa. Interessara, obviamente,
minimizar o tempo total obtido pelos quatro nadadores.

O treinador seleccionara os quatro nadadores de entre os cinco melhores, cujos
tempos ( em segundos ) nos diferentes estilos sdo indicados no quadro seguinte.

Livres Brucos Mariposa Costas
Antonio 55 67 63 66
Bernardo 62 69 64 68
Carlos 57 71 * 62
Daniel 61 73 61 64
Eduardo 56 68 * *
Nota (*) : O treinador ndo considera a hipotese de escolher este nadador para o trogo de 100 m deste estilo.

a) Utilizando o Algoritmo dos Transportes, sugira a formagao da equipa para a
referida prova.

b) Sera possivel resolver este problema utilizando outro algoritmo ?
afirmativo, utilize-o para confirmar os resultados obtidos na alinea anterior.

Em caso

Uma empresa esta a reciclar o seu pessoal para se adaptar aos "novos desafios da
UE". Para tal, levou a cabo cursos de formacéo relativos a quatro diferentes novas fungées
a criar na empresa.

Cinco trabalhadores foram submetidos a testes de avaliagéo relativos as quatro novas
fungdes ( A, B, C e D ), tendo obtido os resultados (escala 0 : péssimo - 100 : 6ptimo)
seguintes:

Fungéo: A B C D
Trabalhador:
1 95 50 25 85
2 85 55 35 95
3 75 65 50 75
4 * 55 30 20
5 70 * 60 *

Nota (*) : Nao se considera a hipétese de este trabalhador poder executar esta fungdo.
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a) Utilizando o Algoritmo dos Transportes, sugira a melhor afectagdo dos
trabalhadores as quatro novas fungdes.

b) Sera possivel resolver este problema utilizando outro algoritmo ? Em caso
afirmativo, utilize-o para confirmar os resultados obtidos na alinea anterior.

-12 -

O responsavel pelo sector de abastecimento de uma cadeia de supermercados esta a
estudar o aprovisionamento para a proxima semana de um determinado artigo para quatro
supermercados S1, S2, S3 e S4. Tal artigo podera ser comprado a dois fornecedores A e
B.

Relativamente a proxima semana pretende-se que S1, S2, S3 e S4 recebam,
respectivamente, 150, 100, 80 e 100 unidades do referido artigo. Os fornecedores A e B, no
entanto, s6 podem assegurar o envio de, respectivamente, 150 e 250 unidades.

O responsavel pelo abastecimento decidiu que S2 devera ser abastecido
obrigatoriamente na totalidade das suas necessidades (100 unidades). Por outro lado,
decidiu ainda nao efectuar transportes cujo custo ultrapasse 100 u.m./unidade .

Sao conhecidos os dados seguintes:

Distancias (km) Custo de Transporte
De: Para:] S1 S2 S3 S4 Origem: (u.m./(km.unidade) )
A 15 5 12 8 A 8
B 8 10 16 9 B 9

Determine o plano de transporte que minimiza o Custo Total de Transporte do referido
artigo na préoxima semana.

-13 -

Uma empresa fornecedora de um determinado tipo de artigo dispde de duas filiais A
e B (com capacidade de oferta igual a 200 e 300 unid./semana , respectivamente) que
abastecem trés clientes X, Y e Z (cujas necessidades s&o iguais a 200, 300 e 100 unid.?
/semana, respectivamente). A empresa comprometeu-se a satisfazer obrigatoriamente as
necessidades semanais do cliente Z.

Conhece-se a "Matriz de Distancias" ( em km ) seguinte:

Dj; X Y Z
A 10 15 7
B 8 16 22
Sabe-se que a empresa fornecedora nao efectua transportes

correspondentes a distancias superiores a 20 km e que estima o lucro unitario de transporte
de acordo com a expressao
Li = 100 - 4.D;j ( com D;j;

emkm e Lj emum.)

Determine o esquema de transporte que maximiza o lucro da empresa fornecedora.
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Uma importante empresa de projectos dispde de trés "polos" (gabinetes): o "polo-
-sede" em Lisboa e os "polos" de Coimbra e Porto.

O Director-Geral da empresa esta a estudar a possibilidade de a empresa se

candidatar a alguns projectos internacionais, estando actualmente em analise os projectos A,
B,C,DeE.

A tabela seguinte indica o valor do lucro (u.m.) que a empresa pode obter, em fungao
do projecto e do "polo" encarregado de o desenvolver.

A B C D E

Lisboa 20 12 15 12 18

Porto 8 13 12 15 12

Coimbra 10 15 7 (*) 10

Nota (*): Nao é possivel, por razdes técnicas, que o "polo" de Coimbra concorra ao
projecto D.

O Director-Geral decidiu autorizar que o "polo-sede" se candidate a dois projectos e
que cada um dos outros dois "polos" se candidate apenas a um projecto.

Pretende-se saber a que projecto(s) se deve(m) candidatar os trés "polos" da
empresa.

a) Obtenha uma solugédo 6ptima para o problema, recorrendo ao Algoritmo dos
Transportes.
b) Sera possivel resolver este problema utilizando outro algoritmo ? Em caso

afirmativo, utilize-o para confirmar os resultados obtidos na alinea anterior.

=15 -

Uma empresa multinacional esta a estudar a distribuicdo de um produto fabricado nas
suas 4 fabricas (A, B, Ce D )em 4 paises P1, P2, P3 e P4.

O lucro unitario associado a venda da cada produto em cada pais € dado na tabela
seguinte (em u.m.).

A B C D Procura Mensal
P1 44 38 40 42 320
P2 33 50 36 35 240
P3 45 40 * 31 340
P4 32 * 43 40 100
Capacidade de
Produgédo Mensal 200 400 150 250 1000

Nota ( * ) : Nao é possivel efectuar a distribuicdo do produto desta fabrica para este pais.

Utilizando o Algoritmo dos Transportes, determine o plano de distribuicao que
maximiza o lucro da empresa.
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A SELECTA é uma empresa que selecciona pessoal para outras empresas.
momento a SELECTA esta a analisar seis candidatos destinados a quatro vagas.
referidos candidatos prestaram provas de aptiddo para as quatro vagas tendo obtido os

seguintes resultados na escala [ 0,100] (O - péssimo ; 100 - 6ptimo ) :

De
Os

Candidato— A B C D E F
Vagal
1 10 20 50 75 3 10
2 30 51 92 84 45 1
3 5 64 30 52 39 72
4 68 9 71 4 5 23

Sabe-se que a SELECTA considera que:

i) Qualquer candidato com menos de 10 pontos numa determinada prova ce aptidao

esta automaticamente excluido da vaga correspondente.

i) Qualquer candidato com menos de 10 pontos em mais de uma prova de “ptidao é
automaticamente excluido de todas as vagas.

Obtenha uma solugéo 6ptima para o problema, recorrendo ao Algoritmo dos Transgertes.

indique qual a decisao a tomar pela SELECTA, utilizando o Algoritmo dos Transportes.

a) Recorrendo ao Algoritmo dos Transportes, determine qual a decisdo a tomar pela

SELECTA.

b)
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Sera possivel resolver este problema utilizando outro algoritmo ?
afirmativo, utilize-o para confirmar os resultados obtidos na alinea anterior.

Em caso
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-1-

Considere o seguinte problema de PLI:

Minimizar F = 2X+3Y
sujeito a
X +Y >3
X +3Y >6

X, Y >0 e inteiras

Resolva o problema, utilizando o Algoritmo ‘Branch and Bound'.

Nota: para cada subproblema, resolva graficamente a sua relaxagao.

(Hillier e Lieberman)

-2

Considere o seguinte problema de PLI:

Maximizar F=3 X + 2 Y + 1 Z

sujeito a:
1X+1Y+32Z< 150
1X+1Y-12Z< 100
3X-1Y+1Z< 100

X,Y ,Z >0 e inteiros.

A Relaxagéo Linear deste problema corresponde o seguinte quadro éptimo do Simplex:

X Y Z F1 F2 F3
X 1 0 0 0 174  1/4 50
Y 0 1 0 174  2/4 -2/4] 62,5
Z 0 0 1 214 -2/4 0 12,5
F 0 0 0 3/4 6/4 1/4 | 287,5

Resolva o problema, utilizando o Algoritmo ‘Branch and Bound'.

Nota: Podera recorrer a http://www.programacionlineal.net/simplex.html
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-3

Maximizar F = 5X+4Y+4Z7Z+2V

sujeito a

Resolva o problema, utilizando o Algoritmo ‘Branch

and Bound'.

(Hillier e Lieberman)

Considere o seguinte problema de PLI:

27Z+1V<10
372+2V<15
1Z+1V< 6

= O1 =
+ + +

X+3Y+

X+1Y+

X+1Y+
7Y7

X Z, V>0 e XY, Zinteiras

-4 - Considere o seguinte problema de PLI:
Maximizar F =2X-1Y+5Z-3U+4V
sujeito a
3X-2Y+7Z-5U+4V<6
1X-1Y+22Z-4U+2V<0

X,Y,Z,U,V binarias

Resolva o problema, utilizando o Algoritmo ‘Branch

and Bound'.

(Hillier e Lieberman)

-5—

Considere o problema de PLI seguinte:

Maximizar F = 5X + 4Y + 5Z
sujeito a
3X+2Y+4Z<120
2X-3Y -3Z2<175
X +3Y -2Z7<130
X, Y, Z>0 e inteiras

e o inicio da correspondente resolugéo pelo Algoritmo Branch and Bound:

1
D Maximizar F =5X + 4Y + 57

S.a

XY, 220

3X+2Y +42<120
2X-3Y -32<175
X +3Y -22<130

F*=225.714;
X*=14.2857. Y*=38.5714.2* =0

X<14 X>15
7] 3]
F* = 225.625; F* = 225;
X*=14,Y*=38.75,2*=0.125 X*=15,Y*=375,2=0
4 Y <38 Y >39 |T|
F* =224 .5; F* =225.5;
X* =14, Y* = 38,2 = 0.5 X*=13.6, Y*=39,2*=0.3
6 X<13 X=>14 7
F* =225.13; IMPOSSIVEL

X*=13,Y*=39.375, Z* = 0.5625

Relativamente ao sub-problema 3 esquematizado, apresenta-se, na folha seguinte, o
Quadro do Simplex correspondente a respectiva solugdo 6ptima.
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Probl.3 X | Y | Z | F1 | F2 | F3 | F4 | TI

Y o | 1| 2 [12] 0ol o 32| 75/2

F2 0o | o | 3 |32 1 | 0o [132] 515/2

F3 o | o | -8 |32/ 0 | 1 |-72] 5/2

X 1 oo oo o -1| 15

I I I N

F ol ol 3|20 0] 1] 225
a) Indique, justificando sucintamente, um limite superior para o valor 6ptimo de F.
b) Admita que pode ramificar apenas um dos subproblemas. Indique que subproblema

escolheria para ramificar e qual(ais) a(s) nova(s) restricdo(des) que seria(m)
utilizada(s) para proceder a ramificagéo. Justifique sucintamente.

c) Ramifique o subproblema 3. Resolva apenas O novo subproblema resultante da
introducdo de uma restricido de tipo <, utilizando os quadros do Simplex
disponiveis na folha anexa e analise a solugéo obtida.

-6 —

Considere o problema de PLI seguinte: Maximizar F = 3X + 2Y + Z +4W
sujeito a
X+ Y+Z+W<40
2X+Y-Z -2W=>= 10
X-Y+2W > 10
X, Y,Z,W=>0 e inteiras
e o0 inicio da correspondente resolugéo pelo Algoritmo Branch and Bound:

|I| Maximizar F = 3X + 2Y + Z +4W
s.a
X+Y+Z+W<40
2X+Y-Z-2W =10
X-Y+2W=>10
XY, Z,W>0
F*=137.5;
X*=225.Y*=0.Z*=0. W*=17.5

7 \[

Maximizar F = 3X + 2Y + Z +4\W
s.a

X+Y+Z+W<40
2X+Y-Z2-2W =10
X-Y+2W=10

xX>23

XY, Z,W=>0
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Sendo F; a variavel de folga da i-ésima restricdo, considere o Quadro do Simplex 6ptimo da
correspondente relaxagao linear:

Prob. 1 X Y Z w F1 F2 F3 Tl
F3 0 94 | 7/4 0 6/4 | 1/4 1 190/4
X 1 3/4 | 1/4 0 24 | -1/4 0 90/4
w 0 1/4 | 3/4 1 24 | 1/4 0 70/4
F 0 54 | 11/4] O 14/4 | 1/4 0 550/4

Sabe-se que o problema de PLI possui uma Unica solugao 6ptima.

a) Determine a solugdo 6ptima do problema 3, a partir do Quadro do Simplex fornecido.
b) A que conclusées pode chegar face a resolugédo do problema 3 ?

c) Explicite o enunciado do problema 2 e resolva-o, se necessario. Justifique a siia opgao.
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-1-

O responsavel pelo Gabinete de Relagdes Publicas (G.R.P.) de uma grande empresa
esta a preparar um "cocktail" de promogao da sua empresa, que decorrera nos jardins da nova
sede da empresa.

Neste momento o responsavel pelo G.R.P. tem que decidir se manda, ou nao, instalar
toldos nos jardins.

Sabe-se que o responsavel pelo G.R.P. recebera um prémio pecuniario, P (em u.m.), que
dependera do "sucesso" com que decorrer o "cocktail". Esse sucesso é funcdo da decisdo a
tomar relativamente a montagem dos toldos e das condicbes meteorolégicas que se venham
a fazer sentir na noite em que decorrer o "cocktail". Tendo em conta os factores referidos foi
possivel elaborar a seguinte tabela:

Prémio (D, 0) CondigbesAtmosféricas ( 0 )
(u.m.) Mau tempo Tempo Instavel Bom Tempo
A : Montar os
Decisde toldos 25 20 5
]
( D )| B:N&o montar os
toldos 0 10 20

a) Que decisdo recomendaria ao responsavel pelo G.R.P. ?

b) Admita que se prevé que, com 25 % de probabilidade o tempo estara mau na
noite em que se realiza o "cocktail", e que com 45 % e 30 % de probabilidade,
respectivamente, o tempo estara instavel e bom.

Nestas circunstancias que decisdo recomendaria ?
c) Admita que o responsavel pelo G.R.P. ndo reage "linearmente" relativaméite ao
prémio a receber (com efeito, o prémio pode ser um indicador interessante sobr= uma

futura promogéo na empresa...).

Admita que a "Curva de Utilidade" que caracteriza o responsavel pelo G.R.P.
relativamente ao Prémio P (em u.m.) é definida do modo seguinte:

-1 ; P<0
u= 01P-1 ; 0 <P <20
10 P - 199 ; 20 <P <30
101 ; P >30

Nota: P (um.) ; U (util.)

Nestas circunstancias que decisdo recomendaria ?
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-2-

Considere a seguinte Matriz de Utilidades, associada a diferentes decisoes e diferentes
estados da natureza:

U((D:;6) 01 02 03
D1 4 6 1
D2 5 2 3
D3 4 5 3
D4 3 4 2

a) Que decisdo recomendaria, com base na "Matriz de Utilidades" ?
b) Determine a "Matriz de Custos de Oportunidade”.

c¢) Que decisdo recomendaria, com base na "Matriz de Custos de Oportunidade" ?

-3-

Um gestor tem que decidir entre comprar uma nova empresa, ou, alternativamente,
investir o capital disponivel.

No quadro seguinte sao indicados os valores de lucro esperado (em u.m.) no final de cinco
anos, em fungao da situagdo econémica mundial.

Situagcdo Econdmica Mundial

Decisao : Recesséao Instavel Boa

Compra a

nova -10 5 35

empresa
Nao compra a

empresa / 10 12 15
/ investe o capital

a) Se nao dispusesse de qualquer outra informagédo, qual a decisdo que
recomendaria ao gestor ? Justifique.

b) Responda a questédo anterior, assumindo que a "Curva de Utilidade" do gestor
tem o aspecto seguinte:

Utilidade
(utily 1
50

40

30 4

20 -

10 -

=20 -10 10 20 30 40 50 Lucro(u.m.)
£10-
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c) Admita que se estima em 25 % a probabilidade de ocorréncia de uma recessao
economica, em 55 % a probabilidade de ocorréncia de uma situagao econdmica
instavel e em 20 % a probabilidade de ocorréncia de uma boa situagdo econdémica.

Que decisao recomendaria ao gestor ?
Nota: Responda a esta questdo baseando-se

i) nos valores de lucro esperado
ii) nos valores de lucro esperado e na "Curva de Utilidade".

-4 -

Um agente de decisédo tem de optar por uma decisao ( D ) de entre trés alternativas A, B
ou C.

O lucro (em u.m. ) que o agente de decisado obtera sera fungédo da decisao tomada e do
"estado da natureza" © que vier a ocorrer, de acordo com o quadro seguinte :

0
L (D;0) 01 62 03 04
A 10 7 13 8
D B 8 8 9 9
C 2 5 17 13
a) Analise esta situacao e, para cada decisdo, escolha uma frase adequada, a

partir dos elementos abaixo indicados, justificando a sua escolha.

E preciso ser claramente optimista para tomar A
a B
Basta ser moderadamente pessimista decisao C

b) Imagine que se sabe que a probabilidade de ocorréncia do estado 61 ¢é igual a
20 % e que a probabilidade de ocorréncia do estado 62 ¢ igual a 0,3.

Nestas condigdes, como analisaria o problema ?

c) Sabe-se que a Curva de Utilidade correspondente ao agente de decisédo é dada

por:
0 ; L<O
0,1 L ; 0<L<7
U= 07+493(L-7) ; 7<L<9
93 +01(L-9) ; 9<L<16
100 ; L >16

Nota: L (um.) ; U (util)
c1) Interprete sucintamente o significado de tal curva.
c2) Se nao conhecer a probabilidade de ocorréncia de qualquer dos estados

da natureza, qual a decisdo que aconselharia a este agente de decisédo ?
Justifique.
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Considere uma "situagéo de risco" caracterizada pela seguinte tabela de custos (em u.m.)
associados aos diferentes estados da natureza ( 61, com30 % de probabilidade de ocorréncia e
62, com 70 % de probabilidade de ocorréncia) e decisdes ( A, B e C).

)
C (D;0) 01 02
A 15 17
D B 22 15
C 10 25

a) Qual a decisdo que recomenda ? Justifique.

b)  Considere um agente de deciséo cuja Curva de Utilidade ¢ dada por:

50 - 0,05 C ; 0<C<20
U=] 49-48 (C-20) ;20 C <2
1-005(C-21) 7 21 <C <M
0 ; C > 41

Nota: C (u.m.) ; U (util.)

Interprete o significado desta curva.

c) Se ao agente de deciséo cuja Curva de Utilidade foi apresentada na alinea b)
for posto o problema da alinea a) que deciséo sera tomada ? Justifique.

-6 -

O responsavel pelo sector de Marketing de uma grande empresa esta a planear-a sua
representacao na EXP0O2018.

Estdo a ser estudadas trés hipoteses de representacdo: "Pavilhdo Grande", "Pavilhdo
Médio" e "Pavilhdo Pequeno", a que correspondem, respectivamente, os custos 100 u.in., 70
um.e50um..

O numero de novos clientes captados pela empresa é fun¢ao do tipo de representagéo
adoptado, bem como do sucesso que a EXP0O2018 vier a ter - veja-se o Quadro seguinte:

Numero de novos clientes captados
Tipo de Grau de sucesso da EXP0O2018
Pavilhdo Grande Sucesso Sucesso Insucesso
Pavilhdo Grande 100 000 70 000 30 000
Pavilhao Médio 80 000 50 000 20 000
Pavilhdo Pequeno 50 000 20 000 10 000

O responsavel pelo sector de Marketing considera que a satisfagdo da empresa tem duas
parcelas aditivas - a relativa ao investimento a fazer e a relativa ao niumero de novos clientes
captados.
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Relativamente ao investimento, foi estabelecido que os custos de 100 u.m., 70 u.m. e 50
u.m. correspondem, respectivamente, a 50 unidades de satisfagéo (u.s.), 90 u.s. e 100 u.s. .

Relativamente ao nimero de novos clientes captados ( N ) admite-se que a satisfagéo

seja dada por
N T2
— (emu.s.)
10000

a) Qual a decisdo que recomendaria relativamente ao tipo de representacdo na
EXPO2018 ? Justifique.

b) Como classificaria uma agente de decisdo que optasse por uma das duas
decisbes "nao recomendadas" na alinea a) ?

-7 -

O gestor de uma empresa de transportes tem que tomar uma decisao relativamente a frota
da sua empresa: ou procede a sua renovacao de imediato (com um custo de 100 u.m.), ou
daqui a um ano, ou, o mais tardar, daqui a dois anos.

Se néo se efectuar a renovagéo de imediato, o gestor investira as 100 u.m., estimando-se
em 20 % a taxa anual de rentabilidade do investimento.

Daqui a um ano o gestor podera voltar a ponderar sobre a oportunidade de renovar o. nao
a frota. Caso opte por ndo renovar a frota nessa altura, voltara a investir a totalidade' dos
recursos financeiros entédo disponiveis, admitindo-se novamente uma taxa de rentabilidade znual
de 20 %.

Caso néo tenha sido efectuada anteriormente, daqui a dois anos o gestor devera efectuar
obrigatoriamente a renovacéo da frota.

Em cada ano o custo da renovacgéao ( actualmente estimado em 100 u.m. ), podera
* subir muito (SM) , isto é, aumentar 35 % ,
* subir ( S),isto é, aumentar 10 % ,

* manter-se ( M),
ou * descer ( D), isto é, diminuir 5 % .

a) Elabore a "Arvore de Decisdo" correspondente a este problema.
Nota: Na pag. 56 dispde de um esquema que o podera ajudar.

b) Discuta a decisao a tomar de imediato, em situagao de incerteza.

c) Determine qual a melhor decisdo a tomar de imediato admitindo que a variagao
do custo da renovagéao € dada no quadro seguinte:

Nota: t designa a actualidade; t+i designa o futuro daqui a i anos
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Variagdo t —> t+1 Variagdo t+1 — t+2
P(SM) = 30 %
P(SM) = 10% P( S)=20%
P( M)=40%
P( D)=10%
P(SM) = 25%
P( S)=45% P( S)=50%
P( M)=15%
P( D)=10%
P(SM) =10%
P( M)=235% P( S)=15%
P( M) =50%
P( D)=25%
P(SM) = 5%
P( D)=10% P( S)=10%
P( M) =50%
P( D)=235%

d) Determine a decisdo a tomar de imediato, admitindo que se mantém validos os
dados da alinea anterior e que, adicionalmente, a taxa anual de rentabilidade pode
variar de acordo com o quadro seguinte:

Variagdo t+1 —» t+2
P (taxa=20% )=90 %

Variagdo t > t+1

P(taxa=20%)=75%
P(taxa=15%)=10%
P (taxa =20 % ) = 30 %

P (taxa=15%)=25%

P(taxa=15%)=70%

-8-

O Luis chega pontualmente a estacdao da CP em Oeiras as 7:48 horas, para apanhar o
comboio a caminho da FCT-UNL no Monte de Caparica.

FCT

Porto Brandio

Oeiras
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As 7:50 horas passa o "comboio rapido" que normalmente demora 15 minutos até chegar
a Alcantara. As 7:52 horas parte o "comboio que para em todas as estacdes" que normalmente
demora 17 minutos até Belém. (De notar que o "comboio rapido" ndo para em Belém).

Sabe-se que com 80 % de probabilidade os comboios ndo sofrem qualquer atraso, que
com 15 % de probabilidade sofrem um atraso de 10 minutos e que com 5 % de probabilidade
sofrem um atraso de 20 minutos.

Em Alcantara o Luis deslocar-se-a na moderna passadeira rolante da estacdo da CP até a

paragem do autocarro ( assinalada com * no esquema ), demorando 5 minutos nesse trajecto.
Nessa paragem podera apanhar um autocarro as 8:11, 8:26 e 8:41 horas. O trajecto do
autocarro até ao Monte de Caparica / FCT normalmente demora 20 minutos, mas podera sofrer
atrasos.

Sabe-se que com 20 % de probabilidade os autocarros nao sofrem qualquer atraso, que
com 50 % de probabilidade sofrem um atraso de 15 minutos e que com 30 % de probabilidade
sofrem um atraso de 30 minutos.

Em Belém o Luis podera apanhar o barco das 8:30 horas para Porto Branddo, aonde
chega as 8:40 horas. Dai partira o autocarro as 8:45 horas, que o deixara na FCT as 8:55
horas. Admite-se que o percurso "Belém — Porto Branddo — FCT" nunca origina atrasos.

a) Qual a opgdo que recomenda ao Luis relativamente ao comboio a apanhar em
Oeiras, se se pretendesse minimizar a duragao esperada do percurso "Oeiras — FCT" ?
Justifique.

b) Qual a opgéo que recomenda ao Luis relativamente ao comboio a apanhar em

Oeiras, se se pretendesse garantir a sua chegada a FCT até as 9:00 horas ?
Justifique.

-9-

O Primeiro-Ministro (PM) daquele pais europeu precisava de decidir se apoiaria ou ndo a
realizagdo de um referendo sobre a ratificacdo de um importante tratado internacional.

O Conselho de Ministros restrito esta reunido para analisar a questao.

- "Se V.Exa. apoiar a realizagdo do referendo, estima-se em 60 % a probabilidad= de o
tratado vir a ser ratificado.", diz o Ministro A.

- "E se ndo apoiar a realizagdo desse referendo ?", perguntou o PM, "O que:pode
acontecer ?"

-"Bem, ja se sabe que S.Exa. o senhor Presidente da Republica (PR) tem uma opiniao
divergente ...", lembrou o Ministro B.

- "Sim, sim. Nessas circunstancias , com 80 % de probabilidade o PR fara um discurso
muito negativo para o Governo ...", disse o Ministro A.
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- "E se tal acontecer é preciso pensar se V.Exa., senhor PM, Ihe devera responder ...",
lembrou o Ministro C.

- "Bom, admitamos que eu nao apoio a realizagdo do referendo, que o PR faz o discurso
negativo e que eu Ihe respondo ! Nestas circunstancias, qual a probabilidade de o tratado vir a
ser ratificado ?", perguntou o PM ao Ministro A, o seu "brago direito".

- "85 %", respondeu o Ministro A prontamente, acrescentando: "e se V.Exa. ndo apoiar a
realizagdo do referendo, o PR fizer o discurso e V.Exa. decidir ndo responder, estima-se em
80% a probabilidade de ser ratificado”.

- "Atencdo ! Convém ndo nos esquecermos de uma outra possibilidade: V.Exa. ndo apoia
a realizacao do referendo e o PR nao faz qualquer discurso ...", lembrou o Ministro C.

-"Sim ! E nessas circunstancias o tratado sera ratificado com 95 % de probabilidade ! ",
acrescentou de imediato o ministro A.

- "De acordo com conversas anteriores V.Exa. ja pontuou com + 100 u.s. ( unidades de
satisfagdo ) a ratificacdo do tratado e com - 100 u.s. a sua nao ratificagdo.", disse o Ministro C
ao PM.

- "Sim, é verdade. E também ja lhes confessei que um discurso negativo do PR vale, para
mim, -30u.s. ", respondeu o PM, continuando, "Quanto a necessidade de eu ter de responder
a um eventual discurso do PR atribuo - 15 u.s. . Finalmente € bom n&o esquecermos que a
realizagdo do referendo gera alguma instabilidade politica, pelo que Ihe atribuo - 20 u.s. ."

Seguiu-se um minuto de profundo siléncio.

- "Parece-me que V.Exa. deveria optar por nao apoiar a realizagao do referendo.", disse o
Ministro B, quebrando o siléncio.

- "Para quem esteve tanto tempo em siléncio, chegou a uma decisdo muito rapidamente,
senhor Ministro B ! ", disse 0 PM meio incomodado. "Nao se importa de nos justificar a sua
deciséo ? "

Concorda com a decisao proposta pelo Ministro B ?  Justifique.

-10 -
Um casal esta a ponderar a "troca" de apartamento.

O seu apartamento actual esta avaliado em cerca de 10 000 u.m. e as suas poupangas
cifram-se em 3 500 u.m..

Se o seu apartamento for vendido ja poder-se-a conseguir obter 9 000, 10 000 cu 10 500
u.m., respectivamente, com 10 %, 80 % e 10 % de probabilidade.

O casal esta interessado em adquirir um apartamento T4 (actualmente a venda par 15000
u.m.), ou um apartamento T5 (actualmente a venda por 17 000 u.m.).

Se a "troca" nao for realizada ja, sé-lo-a obrigatoriamente dentro de um ano.
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Nessa altura, as suas economias terdo rendido 500 u.m. apés um ano de investimento e
prevé-se, que com 35 % de probabilidade, o mercado imobiliario esteja entao em recesséo.

Se dentro de um ano o mercado imobilidrio estiver em recessao, com 20 % de
probabilidade a venda do actual apartamento do casal podera render 9 500 u.m. e a aquisicéo
do apartamento T4 ( T5 ) podera ser feita por 15 000 ( 16 500 ) u.m. ; com 80 % de
probabilidade seria possivel vender o actual apartamento do casal por 10 000 u.m. e adquirir o
apartamento T4 ( T5 ) por 16 500 ( 17 500 ) u.m.. ( ver Quadro abaixo )

Se dentro de um ano o mercado imobiliario ndo estiver em recessao (o que se prevé que
possa ocorrer com 65 % de probabilidade), com 40 % de probabilidade seria possivel vender o
actual apartamento do casal por 11 000 u.m. e adquirir o apartamento T4 ( T5 ) por 16 500
(18 000 ) u.m. ; com 60 % de probabilidade seria possivel vender o actual apartamento do
casal por 11 500 u.m. e adquirir o apartamento T4 ( T5 ) por 17 500 ( 19 500 ) u.m.. ( ver
Quadro abaixo )

Situagao do Receita resultante da Custo de um novo apartamento (u.m.)
mercado imobiliario | Probabilidade |venda do apartamento
actual (u.m.) T4 T5

20 % 9 500 15 000 16 500
Recesséo

80 % 10 000 16 500 17 500

40 % 11 000 16 500 18 000

Nao Recesséao
60 % 11 500 17 500 19 500

A aquisicdo de um apartamento T4 traduz-se em 40 unidades de satisfagdo (u.s.) para o
referido casal; a aquisicdo de um apartamento T5 corresponde a 100 u.s. .

A necessidade de contrair um empréstimo é contemplada pelo casal. A sua saticiagao,
para além da parcela relativa ao tipo de apartamento a adquirir, tem uma parcela Semp. rélativa
ao valor do empréstimo a contrair. Esta ultima parcela obviamente diminui com o aumento do
valor do empréstimo a contrair V (em u.m. ) de acordo com

(100 ; \Y, = 0
100-0,01xV ; 0 < \Y < 3000
Sem-= < 220-0,05xV ; 3000 < \Y, < 4400
0 ; \ > 4400

\
Nota: Semp. (u.s.) ; V (u.m.)

Qual a decisao a tomar de imediato que recomendaria a este casal ? Justifique.
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-11 -

Um gestor tem de proceder a compra de um novo veiculo para a sua empresa. Essa
compra devera ser feita de imediato, daqui a um ano, ou, o mais tardar, daqui a dois anos. Para
tal o gestor dispbe actualmente de 3000 u.m. .

O gestor pretende adquirir um veiculo ou da marca A, ou da marca B. Este gestor prefere
claramente a marca B, e sempre que possivel (isto é, sempre que o capital disponivel o permita)
optara por um veiculo B.

O gestor decidiu comprar o veiculo a pronto pagamento.

Actualmente os pregos dos veiculos A e B sao respectivamente iguais a 3000 u.m. e 3300
u.m. (o que inviabiliza a compra imediata de um veiculo da marca B...) .

Assim, o gestor devera decidir comprar ja um veiculo A, ou aguardar um ano ( investindo
as 3000 u.m. por um ano - investimento que rende 400 u.m.) e efectuar a compra em 1994, ou
aguardar até 1995 ( investindo as 3000 u.m. durante dois anos - um investimento que com 80 %
de probabilidade rendera 700 u.m. e com 20 % de probabilidade rendera 800 u.m.).

O quadro seguinte indica os pregos dos veiculos actualmente praticados, e os valores
previsiveis no prazo de um ano e de dois anos.

Tempo : Presente Préximo ano Daqui a dois anos
Marca Valor Valor Probabilidade Valor Probabilidade
3100 90 %
A 3000 (*)
3200 10 %
3450 70 %
3400 80 %
3550 30 %
B 3300
3600 50 %
3500 20 %
3700 50 %

NOTAS: 1-(*) Sabe-se que daqui a dois anos a aquisi¢cdo de um veicul>da marca
A ja ndo interessara ao gestor.

2 - Os valores dos precos indicados sdo em u.m. .
A satisfacdo do gestor (expressa em unidades de satisfagdo - u.s.) é devida a trés
factores:

i) a marca do veiculo adquirido :
A - 10 u.s.
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B N 20 u.s.

ii) o capital disponivel daqui a dois anos, apds a aquisicdo do veiculo (se o veiculo for
adquirido j@ ou no proximo ano; admita uma taxa de rentabilidade anual de 10 %
para o capital disponivel apos a aquisigao). Seja C (u.m.) o capital disponivel daqui
a dois anos apos a aquisigao do veiculo. A satisfagdo dai decorrente (em u.s. ) sera
iguala 0,05xC (emu.s.).

ii) a altura em que é feita a aquisigéo:

presente - 15 u.s.
proximo ano - 10 u.s.
daqui a 2 anos - 20 u.s.

a) Que "decisédo imediata" recomenda ao gestor ? Justifique.

b) Imagine que a "satisfagdo do gestor relativa a altura em que é feita a aquisicéo"
sofria uma ligeira alteracéo:

presente - 15 u.s.
proximo ano - 10 u.s.
daqui a 2 anos - 6 (emu.s.)

Para que valores de 6 se manteria a sua resposta a alinea a) ?

-12 -

Os alunos finalistas do curso de Matematica da FCT-UNL organizaram um jogo aleatorio
para angariarem fundos para a "viagem de fim de curso".

Cada jogador paga uma quantia Q ( em escudos ) e tem de optar entre o Jogo A e o Jogo
B seguintes:
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JOGO A:

De uma urna com bolas brancas, negras e vermelhas é extraida aleatoriainente
uma bola, sendo observada a sua cor.

* Se se tratar de uma bola branca, o jogo termina de imediato, sem qualquer
prémio.
* Se se tratar de uma bola negra, o jogador pode optar por
- receber 1 000 $ 00 e terminar o jogo,
ou - nada receber e proceder a nova extracgao aleatodria.
* Se se tratar de uma bola vermelha,o jogador pode optar por
- receber 5 000 $ 00 e terminar o jogo,
ou - nada receber e proceder a nova extracgao aleatoria.

Na eventual segunda extracgao aleatoria ( que so é realizada ap6s a introdugao
na urna da bola observada na 12 extracgdo ), se for observada uma bola de cor

* branca,o jogador nada recebe
* negra, o jogador recebe 2 000 $
* vermelha, o jogador recebe 10 000 $

JOGO B:

De uma urna com bolas amarelas e roxas é extraida aleatoriamente uma
bola, sendo observada a sua cor.

* Se se tratar de uma bola amarela, o jogador pode optar por
- receber 1 000 $ 00 e terminar o jogo

ou - nada receber e proceder a nova extracg¢ao aleatoria.

* Se se tratar de uma bola roxa, o jogador pode optar por
- receber 3 000 $ 00 e terminar o jogo

ou - nada receber e proceder a nova extracgao aleatéria.

Na eventual segunda extraccdo aleatéria ( que sO é realizada apds a
introdugao na urna da bola observada na 12 extracgdo ), se for observada uma bola
de cor igual a da 12 extracgdo o prémio sera duplo do que se receberia na 12
extracgdo (isto é, se nas duas extracgdes se observar amarelo, o jogador recebera
2 000 $; se nas duas extracgbes se observar roxo, o jogador recebera 6 000 $ ). Se
nas duas extracgdes se observarem cores diferentes o jogador nada recebe.

Note-se que quer o JOGO A, quer o jogo B terminam ou apds a primeira extracgao,
ou apos a segunda extracgao.

a) Imagine que decide contribuir para a "viagem de fim de curso" dos seus colegas
e que ao ter de escolher um dos dois jogos ouve o seguinte comentario: "Se és um
nadinha pessimista, escolhe o jogo B !".

Comente essa afirmacao, indicando justificadamente qual o jogo que
escolheria.
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b) Admita que a urna do jogo A contém 50 bolas brancas, 30 bolas negras e 20
bolas vermelhas. Admita ainda que a urna do jogo B contém 80 bolas amarelas e 20
bolas roxas.

Nestas circunstancias, que jogo escolheria ? Justifique sucintamente.

c) Considere a Curva de Utilidade , associada ao valor do Prémio:a receber,
definida por :
(0 ; P < O
P2 ; 0 < P < 8
u= «
-P2+36P-160 ; 8 < \Y < 10
100 ; \Y > 10

\

Nota: U (emu.util.) ; P (em 1000 $)

Na situacdo referida na alinea b), que jogo deveria escolher o jogador a que
corresponde a Curva de Utilidade apresentada ? Justifique sucintamente,
comparando com as conclusdes retiradas na alinea b) .

C1 = - —— e mm e e — - -

C2 = - - - - - - |

C3 = | |
C4 = C22 = |
C5 = |

C6 = |

c7 = - - - |

C8 = | |
C9 = C23 = |
C10 = |

C11 = |

C12= B - C26 =

C13 =
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C14 =

C15 =

C16 =

C17 =

C18 =

C19 =

C20 =

C21=
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C24 =

C25=
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-1 - FEO1

Admita que o processo de chegadas de clientes a uma loja pode ser considerado um
Processo de Poisson, com uma taxa de 5 chegadas por minuto.

Determine:
- a probabilidade de decorrer mais de 1/2 minuto entre duas chegadas consecutivas;

- a probabilidade de chegarem a loja, num dado minuto, menos do que 5 clientes.

- a probabilidade de chegarem a loja, num dado minuto, exactamente 10 clientes.

-2 - FEO2

A MegalO é uma multinacional na area das telecomunicagdes. O Dr. Santos Martins,
Responsavel pelos Servigos Técnicos da MegalO na Lusdlia, esta apreensivo com o volume de
chamadas telefonicas internas que chegam a Central Telefonica (CT).

Depois de analisarem os registos dos instantes de chegada das chamadas internas a
CT num dado dia entre as 09:00:00 e as 09:20:00, os responsaveis pelo planeamento da
MegalO concluiram que os intervalos de tempo entre chegadas consecutivas se podem
considerar com distribuigdo Exponencial, com valor médio igual a 1/2737 (em horas).

O Dr. Santos Martins pretende que se caracterize o nimero de chamadas telefonicas
internas que chegam a CT a cada 10 segundos.

O Joao Matos, acabado de chegar da Faculdade e em estagio nos Servigos Técnicos da
MegalO na Lusdlia, arriscou-se a sugerir que o numero de chamadas internas chegadas a CT
num dado intervalo de tempo deveriam seguir a distribuicdo de Poisson. Esta sugestéo irritou o
Dr. Santos Martins, para quem “Poisson” s6 quer dizer “peixe” em francés ...

- “E o que é que eu faria com o teu Poisson ?”, perguntou rispidamente o Dr. Santos
Martins, continuando, “O que eu gostaria € que me dissesses se é provavel que num iniervalo de
10 segundos - ... sei 14, ou 30 segundos... — que cheguem a CT mais do que 10 ¢hiamadas
internas ...”

- “Isso nao deve ser muito dificil de descobrir...”, respondeu o Jodo Matos, ptxando o
seu portatil e analisando os registos.

*kk kkk kkk

Pretende-se que, relativamente ao periodo de tempo referido, ajude:

- acaracterizar o processo de chegadas de chamadas telefénicas a CT;

- a caracterizar o numero de chamadas telefonicas chegadas a CT em cada 10
segundos;

- a caracterizar o numero de chamadas telefénicas chegadas a CT em cada 15
segundos;

- adeterminar a probabilidade de chegarem mais do que 10 chamadas telefénicas a
CT em cada intervalo de A segundos, com A entre 10 e 30.
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-3 - FEO3
Pretende-se que programe uma Folha de Calculo para o modelo M/M/1, de modo a
que o utilizador indique as taxas de chegada , A, e de servigo, u, bem como a unidade de tempo.
A Folha de Caélculo devera permitir calcular p, L, Lg, W, Wq, Po, P1, ..., P40.

O utilizador podera ainda indicar t e a Folha de Calculo deve apresentar P( w/>t)

Consulte o Formulario !

Verifique os resultados produzidos pela sua Folha de Calculo:

E2 Microsoft Excel - MM1_ok
Eile Edit V= Insert Format Tools Data ‘Window Help Acrobat

DEHda gk s@d o- = &2 @@ 7 -0 - B ITU E=E=EE9 %,
m E » @ Security... bl VRl
| A5 o =
AT B = = = =l = H [ J K Ei=
1
2 MMM Factor de utilizagao k P_k SUM
3 lambda= 10 ro = 0833333 0 0,16667 0 16667
4 miu= 12 Unidades: 1 013889 030556
5 | L= 50000 clientes 2 011574 042130
g | Unid.Tempo: min. Lg= 41667 clientes 3 009645 051775
7| 4 008035 0539812
g | W =0,5000 min. 5 006698 066510
9 | W =0 4167 min. & 005582 072092
10 | ¥ 004651 076743
11 t= 25000 i, 8 003876 030619
12| Wilt) = 00067 9 003230 083849
13 | Wgit) = 0,0056 10 002692 | 036541
14 | 11 002243 0338784
15 | 12 001869 090654
16 | 13 001558 092211
17 | 14 001298 093509
18 | 15 001082 1094591
19 | 16 0,00901 ) 95493
20 | 17 000751 096244
21 18 000626 -096370
22 | 19 000522 1097392
23 | 20 000425 097826
24 21 000362 0935159
25 | _l 22 0,00302 | 0593491
26 23 000252 | 098742
CHRETSITIN. N [«
Draw » [3 AgtoShapesv\\DQJ‘@ &vivAv:f:.m,
Ready
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-4 - FEO4

Pretende-se que programe uma Folha de Calculo para o modelo M/M/s, de modo a
que o utilizador indique o numero de servidores, s (assuma que s < 10), as taxas de chegada , 2,
e de servico, u, bem como a unidade de tempo.

A Folha de Célculo devera permitir calcular p, L, Lq, W, Wq, P0, P1, ..., P40.

O utilizador podera ainda indicar t e a Folha de Calculo deve apresentar P( w> 1)
e P( Wq >t).

Consulte o Formulario !

Verifique os resultados produzidos pela sua Folha de Calculo:

E2 Microsoft Excel - MMs_ok

File Edit Wiew Insert Format Tools Data window Help Acrobat ;IQJEJ
DS Sk & & A8 ME 7 e -0 - B I U EEEEP %, W0 A7
m E p @ Security,.. o g <.
I~
& | B (&) D E & G | H | | J K L ] Il | AB | AC T
LJ MiMIs s=5 Factor de utilizagdo k P k Sum E_
2| lamhda = 10 ro = 0,666667 0 0,03175 003175
3 miu=3 1 010584 | 0,13759
4 L =39867 clientes 2 017640 | 031359
]| Unid.Tempo: min. Lg= 06533 clientes 3 019600 | 051000
B | 4 016333 | 0F7333
7 Wy = 0,35987 min. a 010839 | 0,78222
8 |Nota: s_max = 10 Wy = 0,0553 min. 4] 007268 | 085481
| 7 004840 | 020321
10| t=1,0000 min. 8 003226 | 093547
11 WY(t) = 10,0709 9 002151 | 095658
12] Wyt) = 0,0022 10 001434 | 057132
13| 11 000356 | 0,280558
14 | 12 000637 | 098725
it 13 0,00425 | 099150
16 | 14 0,00283 | 099434
2| 15 000189 | 099622
18 | 16 000126 | 099748
19 17 0,00034 | 099532
20| 18 000056 | 0,99338
21| 19 0,00037 | 099925
22| 20 0,00025 | 099950
23 | 21 000017 | 099967
24 | 22 0,00011 | 099978
25| 23 0,00007 | 099985
25 | 24 0,00005 | 0,99950
27 25 0,00003 | 099993
28| 26 0,00002 | 099996
29| 27 0,00001 | 029957
30 | 28 0,00001 | 099995
3l 29 0,00001 | 099999
WP DEM M s/ ' ' ' ' ' ' || i i RS

Draw + % ;| AutoShapes » ™ \DQ.‘@ &vivévf
Ready
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-5- FEOS

A “LavAuto” é um posto de lavagem automatica de automodveis, com um pequeno

parque, que permite que, no maximo, 4 automdéveis aguardem pelo inicio da lavagem.

Como a “LavAuto” se situa numa zona com muito movimento automoével, se um
potencial cliente pretender entrar e se deparar com o parque cheio, desistira da lavagem e

prosseguira a sua marcha.

Os potenciais clientes chegam a "LavAuto” segundo um Processo de Poisson, com uma
taxa de 10 chegadas por hora, estimando-se que a duragdo do atendimento de um cliente se

possa considerar exponencialmente distribuido, com valor médio igual a 5 minutos.
Determine:

a) a probabilidade da “LavAuto” estar vazia;

b) a probabilidade da “LavAuto” estar completamente cheia;

c) o numero médio de automdveis na “LavAuto”;

d) o tempo médio de espera na fila;

e) a receita perdida, devido ao parque estar cheio, sabendo que o valor médio da receita por

lavagem é igual a 4,00 €.

Consulte o Formulario !

-6 - FE06
Considere a “LavAuto” do exercicio anterior.
O gerente da “LavAuto” esta a avaliar o interesse da montagem de um segundo pos*o de
lavagem automatica de automoveis, ainda que tal implique a redugdo do pequeno parque; que

passaria a permitir a espera de, no maximo, apenas 3 automoveis.

Admita que os dois postos de lavagem sao idénticos, com uma duragdo média de

lavagem igual a 5 minutos.
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Determine:

f) a probabilidade da “LavAuto” estar vazia;

g) a probabilidade da “LavAuto” estar completamente cheia;

h) o numero médio de automdveis na “LavAuto”;

i) otempo médio de espera na fila;

j) areceita perdida, devido ao parque estar cheio, sabendo que o valor médio da receita por
lavagem é igual a 4,00 €.

Consulte o Formulario !

-7 - FEO7

Numa fabrica de téxteis existem 15 teares que, quando se avariam, sao reparados por
dois técnicos de manutencao.

Sabe-se que o intervalo de tempo entre duas avarias consecutivas se pode considerar
com distribuicdo exponencial de média 5 horas e que a reparagdo de cada tear avariado tem

uma duracgao que se pode considerar com distribuigdo exponencial de média 1 hora.

Sabendo que se estima um prejuizo de 100 € por cada-heora—de-inactividade—de-uma
maquina inativa, e que cada técnico de manutengdo se traduz num custo herarie de 10 €, seria
justificavel a contratagdo de um terceiro técnico de manutengdo ? E qual o nimero de técnicos
de manutengao que seria recomendavel ?

Consulte o Formulario !

-8 - FEO8

- “Grrrr ... Detesto trabalhar a pressao !”, rosnava o Sr. Silva, dono da tabacaria ha mais
de 30 anos, “Quando so6 esta um cliente, sempre podemos dar dois dedos de conversa ... ou
mesmo trés ... Agora, quando estou a atender alguém e me aparece outro que fica a espera &
que comega a olhar para mim, a minha tensdo aumenta e la tenho que despachar o cliente ...
E, entdo, se estdo muitos a espera, viro robot ... 0 que ja ndo é adequado a minha idade !”

O Sr. Silva é o unico a atender os seus clientes. O Sabado de manha é sempre mais
complicado. A Tabacaria esta bem localizada e ha 2,5 clientes por minuto a chegar ... O Sr.
Silva normalmente despacha 3 clientes por minuto.

Em conversa com o Sr. Silva, elaboramos o Quadro seguinte, que mostra que o
aumentar de clientes na sua tabacaria o pressiona e o leva a despacha-los mais rapidamente.
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Utilizador
Cross-Out

Utilizador
Cross-Out

Utilizador
Underline


n Un

1 3,000
5 4,862
10 5,986
15 6,760
20 7,369

O Sr. Silva gostaria de saber se ndo se sentisse pressionado, se os seus clientes iriam

esperar muito mais para ser atendidos.

- “Se calhar isto € mesmo mania minha ... Se eu atendesse todos ao mesmo ritmo
esperavam um pouquito mais e ninguém se importava ...  Ou sera que ficavam furiosos ?”,

interrogava-se o pobre Sr. Silva, suspirando.

a) Determine PO, L e W, no contexto “sem pressao”.

b) Recorrendo aos dados apresentados no Quadro acima, estime a constante de pressao
¢, que melhor se adapta a esses dados.

c) Determine PO, L e W, no contexto “com pressdo” e compare os resultados com os

obtidos na alinea a).

Formulario:
w=n°. g, paran=1,2, ..
Al )"
n = M paran=1,2, ...
(n!)°
P.=C,Py,, paran=1,2,....
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-9 - FEO9

- “Esperar na Tabacaria do Sr. Silva ? Nem pensar !”, dizia um dos clientes da
Tabacaria do Sr. Silva na conversa com um amigo.

Tal como este cliente, varios outros também n&o estavam na disposi¢do de grandes
esperas na Tabacaria do Sr. Silva ... Na realidade, quanto mais clientes estavam na Tabacaria,
menor a vontade de os potenciais clientes entrarem para aguardar o atendimento ...

O Sr. Silva é o unico a atender os seus clientes. O Sabado de manha é sempre mais
complicado. A Tabacaria esta bem localizada e ha 2,5 potenciais clientes por minuto a chegar...
O Sr. Silva normalmente despacha 3 clientes por minuto.

Depois de se observar o comportamento dos potenciais clientes, foi possivel quantificar
a efectiva diminuicdo de entradas na Tabacaria, em fungédo do numero de clientes que estava no
seu interior:

An
2,5
1,6
1,3
1
0,9
08
0,6
0,5
04

Nasorwn 2ol

Qual o impacto da pressao sentida pelos potenciais clientes do Sr. Silva, resultante dos
clientes no interior da tabacaria ?

d) Determine PO, L e W, no contexto “sem pressao”.

e) Recorrendo aos dados apresentados no Quadro acima, estime a constante de pressao
b, que melhor se adapta a esses dados.

f) Determine PO, L e W, no contexto “com pressao” e compare os resultados com os
obtidos na alinea a).

Formulario a seguir!
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Formulario:

A=(+1)yP. 2y, paran=0,1,2, ...

(Ao/m)"

paran=1,2, ...
(n!)°

Cy =

P,=C,Py, paran=1,2,....

£y )

n=1

—_

P0=1/(

=
I
(=}

|
I
[
>
=}
-
=)

i
(=]

-10 - FE10

Na sua Tabacaria, o Sr. Silva é o unico a atender os seus clientes. O Sabado de
manha é sempre mais complicado. A Tabacaria esta bem localizada e ha 2,5 potenciais
clientes por minuto a chegar... O Sr. Silva normalmente despacha 3 clientes por minuto.

Depois de se observar o comportamento dos potenciais clientes, foi possivel quarntificar
a efectiva diminuicdo de entradas na Tabacaria, em funcdo do nimero de clientes que estava no

seu interior:

An
2,5
1,6
1,3
1
0,9
08
0,6
0,5
04

NaSsorwn 2ol

Por outro lado, o Sr. Silva sente-se pressionado pelo nimero de clientes na sua
tabacaria, tendendo a despacha-los mais rapidamente a medida que o seu nimero aumenta:
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n Ln
1 3,000
5 4,862
10 5,986
15 6,760
20 7,369

Compare a situagao classica do modelo M/M/1, com a resultante destes dois factores de

pressao.

g) Determine PO, L e W, no contexto “sem pressao”.

h) Determine PO, L e W, no contexto “com dois factores de pressao” e compare 0s
resultados com os obtidos na alinea a).

Formulario:

u=n.py, paran=1,2, ..

Ap=(n+1)yP. %y, paran=0,1,2, ..

n
:—(AO/“1) paran=1,2, ...

(n! )b+c

P.=C,Py, paran=1,2,....

+i Cn)

n=1

—_

P0=1/(

,_
I
Ngb
S5
-0

I
[=1

|
I
M
>
=
i)
p=)

=
Il
(=]




-11 - FEN1

O “Canto da Tia Alice” € um pequeno café, com apenas uma empregada — a tia Alice em
pessoa.

Sabe-se que o processo de chegadas de clientes ao“Canto da Tia Alice” se pode
considerar Poissoniano de taxa média igual a 2,0 chegadas por minuto.

A sobrinha Francisca esteve a cronometrar a tia Alice a trabalhar (“Mas porque raio é
que aquela miuda nao larga o crondmetro e ndo me vem ajudar aqui atras do balcao ?”, pensou
a tia Alice) chegou a conclusao que a tia atende um cliente em aproximadamente 20 segundos.

O Mario — o sobrinho favorito da tia Alice — ao saber das conclusdes da Francisca apés
um dia de cronometragem exclamou:

- “Mas que grande conclusdo !!! “Aproximadamente” 20 segundos a atender um
cliente I' Mas a tia Alice é algum robot e demora exactamente 20 segundos com cada cliente ?
Ou sera que a duracdo do atendimento de um cliente se pode considerar com distribuicdo
Exponencial de valor médio 20 segundos ?? Ou sera que a duracdo do atendimento, DA, de
um cliente se pode considerar decomposta na soma de dois “tempos exponencialmente
distribuidos” — o tempo do café e o tempo do bolinho — tais que DA ~ T, + T,, com T4, T, v.a. i.i.d.
e T4 ~ T, ~ Exponencial com valor médio igual a 10 segundos ??7?”

“Ja sabia que o Mario estava a estudar Matematica e que era um tipo muito esquiisito ...
mas, assim tanto ?”, pensou a Francisca suspirando.

Compare os trés cenarios referidos pelo Mario e determine as correspondentes medidas

de desempenho do sistema de atendimento de clientes no “Canto da Tia Alice”, comparando-as.

Depois de se observar o comportamento dos potenciais clientes, foi possivel quantificar
a efectiva diminuicdo de entradas na Tabacaria, em fungédo do numero de clientes que estava no
seu interior:

Formulario:

Férmula de Pollaczek-Khintchine q _
M/G/1 2(1 p)

M/D/1 L. = P

M/ Ej /1 Lg =
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-12 - FE12

No Hospital Distrital de Lisbdlia, aos Sabados de manh, os pacientes chegam segundo
um processo Poissoniano com taxa média igual a 2,0 pacientes por hora. Em média, um médico
consegue tratar 3 pacientes por hora, podendo assumir-se que a duracdo de um atendimento

segue uma distribuicdo Exponencial.

Cerca de 10 % dos pacientes correspondem a casos criticos; 30 % correspondem a
casos graves e 60 % a casos estaveis.

Pretende-se avaliar o interesse de ter um ou dois médicos ao servico. Para tal, deve
comparar os resultados obtidos no contexto “sem prioridades”, com os correspondentes no
cenario “com prioridades”.

As prioridades s&o “absolutas” se a chegada de um paciente critico implicara interrupgao
do atendimento de um paciente em estado nao critico, para se dar inicio ao atendimento do
paciente em estado critico.

Avalie a diferenga do desempenho do sistema no cenario de prioridades absolutas e ndo
absolutas.

(Exercicio adaptado de Hillier e Lieberman.)

Consulte o Formulario !

-13 - FE13

O José, aluno finalista do curso de Matematica da Universidade da Lusdlia, esta a fazer
0 seu estagio sobre Filas de Espera na Cantina da sua Universidade, estando a analisar, neste
momento, um dos locais mais populares da sua Cantina: o “SPG — S6 Para Gulosos !”.

O “SPG — S6 Para Gulosos !” € um bar onde todos os clientes tomam uma “bica’.e
comem um bolo, passando ao longo de um comprido balcdo de atendimento: primeiro passamn
na caixa registadora de pré-pagamento, depois levantam o seu café e, seguindo em frentz,
escolhem o seu bolinho.

“Que interessante !”, pensou o José, “uma empregada para a caixa registadora, duas
para servir os cafés e, finalmente, uma nos bolinhos ... Estes tipos parecem-me eficientes, com
esta especializagdo dos empregados ...".

O José concluiu que, a seguir ao almogo, o processo de chegada dos clientes ao “SPG —
S6 Para Gulosos !” é Poissoniano, com taxa média igual a 10 clientes por minuto. Concluiu
também que as duragdes de atendimento de um cliente nos trés “servigos” se podiam considerar

com distribuicdo Exponencial, com valores médios (em segundos) dados na tabela seguinte:

70



“Servigo” Caixa Registadora Cafés Bolinhos
Duragéo Média (seg.) 4,5 9,0 50

Quando soube que o José era um “tipo la da Matematica”, o Gerente do SPG resolveu
conversar:

- “Ouve 14, pa, por exemplo, qual a probabilidade de estarem simultaneamente 3 tipos na
caixa, outros 3 nos cafés e mais 3 nos bolinhos ? E que o balcdo do SPG é comprido, mas ndo é
elastico e eu ndo quero aqui cenas de pancadaria ... Achas que valia a pena contratar mais
alguém ? E para onde ? Mas olha que eu ndo sou primo da Madre Teresa de Calcuta ! Qual é a
probabilidade dos meus escravos estarem todos a descansar ao mesmo tempo ??7?”

Antes que o José pudesse sequer respirar, o Gerente voltou a carga:

- “Sabes, pa, tive uma outra ideia: utilizava os 4 empregados todos a misturada ... ‘Tas a
ver: caixa, cafés e bolos ... Polivaléncia ... E uma chatice isto ser assim um bocado acanhadito,
iam comegar as cotoveladas uns aos outros e, de certeza que por cliente acabavam por demorar
mais do que os 4,5 + 9,0 + 5,0 segundos que determinaste antes ... Se calhar demoravam uns
20 segundos com cada cliente ... O que é que achas, pa ?”.

* * %

Ajude o José a analisar a situagao no “SPG — Sé Para Gulosos !”.

-14 - FE14

O José, aluno finalista do curso de Matematica da Universidade da Lusdlia, esté a fazer
0 seu estagio sobre Filas de Espera na Cantina da sua Universidade, estando a agora a‘analisar
0 “CBJ — Café, Bolos e Jornais”, um recanto muito popular da sua Cantina. O José conciuiu que
os processos de chegada dos clientes do exterior sdo Poissonianos e que a transi¢éo entre
sectores é feita de acordo com o esquema seguinte:

Bolos

Entradas para o Cafeé:
20 chegadas/minuto

Entradas para os
Jornais:
5 chegadas/minuto

<—

0,3 |

Jornais
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Assim, e por exemplo, 20 % dos clientes dos “Cafés” dirigem-se posteriormente para a
secgao “Jornais”.

As duragdes de atendimento de um cliente nos trés “servicos” podem-se considerar com
distribuicdo Exponencial, com valores médios (em segundos) dados na tabela seguinte:

“Servigo” Cafés Bolos Jornais
Duracao Média (seg.) 9,0 5,0 10,0

O Gerente do “CBJ — Café, Bolos e Jornais” dispbe de um total de 8 empregados que
podem ser afectados a cada uma das trés secgdes e, segundo as suas palavras, “Nem quero
sonhar com mais de 30 clientes a serem atendidos ou em espera !!! Isso era um pesadelo !!!”.

O Gerente do CBJ gostaria de ter a sua proposta de afectagédo e, para essa proposta,
gostaria de saber qual a probabilidade de estarem mais de 30 clientes a serem atendidos ou em
espera. Gostaria, ainda, de saber, para o sistema de atendimento proposto, qual o numero total
esperado de clientes no sistema e qual o tempo médio de permanéncia de um cliente no
sistema.

Ajude o José a analisar a situagao no “CBJ — Café, Bolos e Jornais”.

-15 -

O processo de chegadas de clientes a recém-aberta “Agéncia de Viagens Mega VIP”
pode considerar-se Possoniano com taxa média igual a 5 por hora. Por outro lado, em média, a
dona da Agéncia (e, de momento, a unica empregada) pode atender 8 clientes por hora.

a) Admitindo que a duragédo do atendimento de cada cliente é rigorosamente igual a 7,5
minutos, determine o tempo médio que um cliente tem de esperar para comegar a ser
atendido.

b) Admita que o atendimento de cada cliente se pode considerar com duas-iases:
“conversa inicial” (com duragdo Exponencial de valor médio igual a 2 minuids) e
“concretizagcdo” (com duracao Exponencial de valor médio igual a 5,5 minutos).

Determine o tempo médio que um cliente tem de esperar para comegar a ser atencido.

¢) A dona da “Agéncia de Viagens Mega VIP” pensou criar o “Cartdao Mega VIP”, que daria
prioridade no atendimento, sem no entanto se interromper atendimentos em curso. De
acordo com as suas estimativas, 20 % dos clientes aderirdo ao “Cartdao Mega VIP”.
Admitindo que a duragdo do atendimento de cada cliente se possa considerar com
distribuicdo Exponencial de média igual a 7,5 minutos, determine o tempo médio que um
cliente com “Cartdo Mega VIP” tera de esperar para comegar a ser atendido e o tempo
médio que um cliente sem “Cartdo Mega VIP” tera de esperar para comegar a ser

atendido.

72



-16 -

Considere rede de filas de espera esquematizada abaixo, com processos de chegadas
Poissonianos e durag¢des de servigo com distribuicdo Exponencial:

a) Sabendo que ip =

10,2669 clientes/h, Ag =
clientes/h, determine as taxas de entrada de clientes para cada secc¢édo, directamente do exterior.

Nota: As setas

largas in
entradas
exterior
setas

indicam

dicam as
do

e as
finas

as

possibilidades de

transicao entre

sectores

(com as

12,7823 clientes/h e que Ac = 17,5565

b) Sabe-se que pa = 6,0000 clientes/h, pg = 15,0000 clientes/h e que pc = 20,0000 cliertes/h
e que se dispde de 5 empregados para distribuir pelos trés sectores.

Com base nos valores do quadro seguinte, proponha uma distribuicdo dos empregados
tal que a permanéncia de um cliente no sistema nao ultrapasse a meia hora. Justifique.

Sector A B C

clientes/h A 10,2669 12,7823 17,5565
clientes/h u 6,0000 15,0000 20,0000

M/M/1 ou M/M/S M/M/2 M/M/3 M/M/1 M/M/2 M/M/1 M/M/2

P 0,8556 0,5704 0,8522 0,4261 0,8778 0,4389

clientes L 6,3853 2,1329 5,7639 1,0412 7,1849 1,0873

clientes Lq 4,6741 0,4217 49117 0,1890 6,3070 0,2095

h W 0,6219 0,2077 0,4509 0,0815 0,4092 0,0619

h Wq 0,4553 0,0411 0,3843 0,0148 0,3592 0,0119

PO 0,0778 0,1634 0,1478 0,4024 0,1222 0,3899

P1 0,1332 0,2796 0,1260 0,3429 0,1072 0,3423

P2 0,1139 0,2393 0,1074 0,1461 0,0941 0,1502

P3 0,0975 0,1365 0,0915 0,0623 0,0826 0,0659

P4 0,0834 0,0778 0,0780 0,0265 0,0725 0,0289

P5 0,0714 0,0444 0,0664 0,0113 0,0637 0,0127
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¢) Para a distribuicdo dos empregados proposta na alinea b), determine a probabilidade de se
encontrarem no sistema exactamente 2 clientes.

Nota: Se nao resolveu a alinea b), admita que no sector A tem 3 empregados, no sector B tem
1 empregado e no sector C tem 1 empregado.

-17 -

“Os Mimos da Tia Leonarda” é uma famosa loja de dogaria que tem cinco sectores com
atendimento autbnomo e especializado:

- A) “Bolachinhas da Minha Avd”;
- B) “Chocolaterie”;

- C) “Bolos daTia Leo”;

- D) “Pudins da Zu”;

- E) “Paraiso Conventual”.

De acordo com os registos da Tia Leonarda, um cliente circula entre os varios sectores
com as seguintes probabilidades:

Para
A | B | C D E
De
A - 10,20(0,30(0,10(0,03
B (010| - (0,20(0,05|0,04
c 020(0,170, - ]0,30|0,12
D (005(0,10({0,35| - (0,10
E |0,01/005|0,10/0,07| -

Os processos de chegada dos clientes do exterior directamente a cada um dos sectores
podem considerar-se Poissonianos com taxas médias indicadas no quadro seguinte. Nesse
quadro indica-se também o tempo médio de atendimento em cada sector :

Sector Taxa média de T(_-zmpo médio d_e
Chegadas, por hora Atendimento, em minutos
A 15 2,0
B 50 1,6
C 30 3,0
D 10 2,5
E 13 3,5

A Zumélia, secretaria da Tia Leonarda, ja tinha concluido que os tempos de atendiriiento
em cada um dos sectores se poderia considerar exponencialmente distribuidos.

a) Determine as taxas médias efectivas de chegadas de clientes a cada um dos
sectores.
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b) Admita que estdo ao servigo, em cada um dos sectores, o0 niumero minimo de
servidores. Determine o tempo médio de permanéncia no sistema de um cliente.

¢) Admita que pode afectar um total de dois novos servidores a um (ou dois) sector(es).

Onde colocaria os novos servidores? Qual o impacto que estes dois novos servidores teriam no
tempo médio de permanéncia no sistema de um cliente?

-18 -

Um determinado sistema de espera é constituido por quatro sectores interdependentes,
de acordo com o0 esquema abaixo:

1 2 4 I
50% 20% 100 % «l_10% 70%

N

3 I

0% = <20 %
10 %
< — >
10% 70% 10%

i ! i

3 chegadas/minuto 4 chegadas/minuto

Resumidamente, os clientes sé poderao entrar no sistema, pelos sectores 1, ou 4, de
acordo com processos Poissonianos de taxa média, respectivamente, igual a 3 chegadas/minuto
e 4 chegadas/minuto.

Depois de atendidos no sector 1, 20 % dos clientes seguirdo para o sector 2, 30 % dos
clientes seguirdo para o sector 3 e 50 % deixar&o o sistema.

Depois de atendidos no sector 2, todos os clientes deixarao o sistema.

Depois de atendidos no sector 3, 10 % dos clientes seguirdo para o sector 1, 10 % dos
clientes seguirdo para o sector 2, 10 % dos clientes seguirdo para o sector 4 e 70 % deixarac o
sistema.

Depois de atendidos no sector 4, 10 % dos clientes seguirdo para o sector 2, 20 % dos
clientes seguirdo para o sector 3 e 70 % deixar&o o sistema.

Pode-se admitir que a duragdo do servico em cada sector é distribuida
exponencialmente. No sector 1, os clientes serdao atendidos por dois servidores, com idéntica
taxa de servico — a duragdo média de cada servico serd de 30 segundos. No sector 2, os
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clientes serdo atendidos por um servidor, sendo a duragdo média de cada servigo igual a 25
segundos. No sector 3, os clientes serao atendidos por um servidor, sendo a duragao média de
cada servigo igual a 15 segundos. No sector 4, os clientes serdo atendidos por um servidor,
sendo a duragdo média de cada servigo igual a 10 segundos.

Admita que, em cada sector, ndo ha qualquer limitagdo quanto ao tamanho da fila de
espera.

a) Determine as taxas de entrada nos diferentes sectores e caracterize esses
processos de entrada.

b) Determine a probabilidade de o sistema se encontrar vazio.

c) Determine o nimero médio total de clientes no sistema e o tempo médio de
permanéncia no sistema por cliente.
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Formulario

Sistema M/M/1, Populagao = c0; Fila maxima= o0

Processo de chegadas Poissoniano com uma taxa de chegadas de A
clientes por unidade de tempo.

Duragédo do servigo com distribuicdo Exponencial Negativa — taxa de
atendimento de p clientes por unidade de tempo (pelo Unico servidor).

Disciplina da fila: FIFO (atendimento por ordem de chegada)

Taxa de ocupagdo p=Li/p (p<1)

Taxa de desocupagdo = 1-p =Po=P(%;=0)

L=Lg+ A/p

L:L:L
l-p u—-41
p2 2{2

T-p  u(u-2)

W=Wg+ 1/p
1
W=L/A= ——
H—A
P
We=Lg/ A = ——
9= bqg )

Po=1-p=P(%;=0)
Pa=p"Po=p"(1-p)

P(n>k)=p"""
P(w>t)=e*'P'=e"W'  parat>0

PW>t)=pet ' =pe " parat>0
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Sistema M/M/S, Populagédo = c0; Fila maxima = o

Processo de chegadas Poissoniano com uma taxa média de chegadas
de A clientes por unidade de tempo.

Duragédo do servigo com distribuicdo Exponencial Negativa com taxa
média de p clientes por unidade de tempo por cada um dos S

servidores.
nu ;n=12,.,8
H, =
Su  ;n=>S+1

Disciplina da fila: FIFO (atendimento por ordem de chegada)

Taxadeocupagdo p=A/(Sp ) (p<1)

Taxa de desocupagdo = 1-p

L=Ls+ Alp

_ SSpS+lP0
TsI1- p)?

W= W,+1/p=L/x

W,= Lo/

SS S+1 S -
Po_{ P35 ey }
Slid-p) = n

GP p oS
p,={ M

SP p v sel,

S!

Sp)S Py (1 _ g H(S1-5p) )
SIA-p)S-1-Sp)

P(w >t)= e {H } parat>0

(SP)S Py o~ Su(1=p)

P(wg>t) = SI0—p) parat>0
Sp)° P,
P(wg=0)=1- —é'g)_;)
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Sistema M/M/1/K, Populagédo = o0; Fila maxima=K-1

Numero maximo de clientes no sistema = K

Processo de chegadas Poissoniano com uma taxa de chegadas de A
clientes por unidade de tempo. A taxa de entradas no sistema sera
dependente do estado n do sistema (isto €, do numero n de clientes no
sistema):

A = A=1(1-Py

n

A ;n=01..,K-1
0 n=>2K

Duragédo do servigo com distribuicdo Exponencial Negativa — taxa de
atendimento de p clientes por unidade de tempo (pelo unico servidor).

Disciplina da fila: FIFO (atendimento por ordem de chegada)

Taxa de pressdao p=A/p

Taxa de ocupagao = ;1/“

x 7 I-p
Taxa de desocupagdo = 1 - A/u = Py=P(wy;=0)= m
- P
K+1
P _(K+1)I/?+1 £l
L=Jl=p 1-p
K e
2 5
Ly=L—- A/n
W=Wq+ 1/p
W=L/Z
Wo=Ly/ A
l1-p
PO=W=P(W(]=O)

p'Py sp#lAn<K
P.=<1/(K+1) ;p=1An<K
0 n>K
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Sistema M/M/S/K, Populagdo = o ; Filamaxima=K-S§

S <K; N°maximo de clientes no sistema = K; N° de servidores = S
Processo de chegadas Poissoniano com uma taxa de chegadas de A clientes
por unidade de tempo. A taxa de entradas de clientes no sistema sera
dependente do estado n do sistema (isto €, do numero n de clientes no
sistema):

1 =

n

{/1 n=01,..K-1 _
A =0(1-Py)

0 n> K

Duracédo do servigo com distribuicdo Exponencial Negativa com taxa média de
u clientes por unidade de tempo por cada um dos S servidores.

_|nu n=12,..85
Hn = Sy n=S+1

Disciplina da fila: FIFO (atendimento por ordem de chegada)

Taxade pressdao p=A/(Sp) )

Taxa de ocupagdo = A/(Spu ) A=xr(1-FP)
Taxa de desocupagdo = 1 - /T/(Su )
S S+l k-5 S n -1
S'p(1-p )+Z(Sp) ol
Si(1-p) e
PO: SS S S -l
—(K-8)+) — P =
{S!( ) ,,Z:;‘ n!} L
GP p ois
n!
S .n
P.=d3 P p oS+l K
S!
0 n>K+1

S-1
P(w;=0)= > P,

n=0

SSpSJrIP0

=m[1—p S (- p)K -8)p*]

q
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Sistema M/M/S/N, Populacdo = N (Fila maxima= N — S)

S < N; N°maximo de clientes no sistema = N; N° de servidores =S

Processo de chegadas Poissoniano com uma taxa de chegadas de A clientes por
unidade de tempo. A taxa de entradas de clientes no sistema sera dependente do
estado n do sistema (isto €, do niumero n de clientes no sistema):

P {A(N—n) ;n=01,.,N-1

© A =A(N-L)
0 in>N

Duracdo do servigo com distribuicdo Exponencial Negativa com taxa média de p
clientes por unidade de tempo por cada um dos S servidores.

_|nu n=12,..,8
M= su iz S+1

Disciplina da fila: FIFO (atendimento por ordem de chegada)

Taxa de ocupagao = Al (Sp)

Taxa de desocupagdo = 1- A/(Spu )

-1

571 N' n N 2’ n
P: P ——
° ;(N n)'n'( ] Z;‘ N — n)'S'S"S[ J

Caso particular S = 1:

-1

yooN (aY
Po= Z— — = taxa de desocupagdo
n=0 (N—I’l)'

' n
LFJ P, n=1,..,8
(N—-n)!'n'\ u
' n
P,= N — (i] F, ;n=8+1,..,N
(N —-n)!SIS U
0 n>N+1

continua
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continuagao .
¢ Caso particular S = 1:

' n
_ L i P sn=1..,N
Po= YV —m)!

0 n>N

S-1
P(wg=0)= > P,
n=0

N
Lq= Z(” - S)P,
n=0

Caso particular S = 1:

L= V=222 - R)

W =W+ 1/p; L=A W=Le+ A/p

¢ Prioridades “nao absolutas”:

1 1
Wy= ——+—, parak=1,2,...,N

AB, B,

aNS-l L.
Com A=S!(S’l;s ;LJZ%"'S"“’

j=0

B, =1,
k
LA
i=1

parak=1,2,...,N,
Sy

B, =1-

e S = numero de servidores,
u = taxa média de servigo por cada servidor ocupado,

\i = taxa média de chegadas da classe de prioridade i, i=1,2,...,N
N
=Y ke
i=1
r=2/p
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¢ Prioridades “absolutas”:

1
Wk:¢
Bk—l'Bk
I—k:}\-k-Wk,

’

parak=1,2,...,N.

parak=1,2,... N.
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-1-

Elabore uma rotina que lhe permita gerar niumeros pseudo-aleatérios (NPA) com
distribuicdo X ( fy( x ) representa a fung&o de densidade de probabilidade de X e Fy(x)
representa a funcao de distribuicdo acumulada de X) :

a) X~Uniforme[a,b], a<b.
b)
fx(T
0 1

c) X~ Nomal(u ;o).

>
2 X

d) X ~ Exponencial ( A ) .
e) 0 ; x g [051]

-6.x2+6.x ; x e [0;1]

f) (0 ; x ¢ [051]

3.x2-6.x+3; x e [0;1]

-1 0 1 2 3 >X

Nota : Fy(x) é uma fungdo quadratica no intervalo [ -1 ; 1 ] com tangente
horizontal em x = -1 .
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-2.

Elabore uma rotina que Ihe permita gerar numeros pseudo-aleatérios com
distribuicdo X :

a) X ~Uniforme{1,2,3,4,5,6}
b) X ~Binomial(n=5;p=0,3)

n k n-k
Nota: X~Bin(n;p) < P(X=k)=C p (1-p) ; k=0,1,...,n.
k

c) X ~Poisson(m)
k -m
Notas: 1) X ~Poisson(m) < P(X=k)=m .e / k! ;k=0,1,2,..
2) As variaveis aleatdrias Poisson( m ) e Exponencial( A) estdo relacionadas...

d)

k Azul Verde Amarelo Branco
P(X=k) 2/6 1/6 1/6 2/6

-3-

Elabore um rotina que lhe permita gerar, tao eficientemente quanto possivel, NPA com
distribuicdo X, cuja funcdo densidade de probabilidade é dada por :

a) -05x+0,5 ; xe [-1,1]
fx(x) =
0 pxe [-1,1]
b) (2/3)+ x2 ; xe [-1,0]
x (x)=
;Xxeg [-1,0]
c) 0,5.sen(x); xe [0,7n ]
fx(x)=
i xe [0, ]
d) ;x e [-1,0]
x(X) =
0 ;x ¢ [-1,0]
e) a1 ; x e [1,e]
{x
i x g [1,e]
f) 12x3+12x2; xe[0,1]
7 7
fx(x)=
;o x ¢ [0,1]
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-4 -

Uma variavel aleatéria com distribuicdo Lognormal L (m, o), de mediana m e
pardmetro de forma o , relaciona-se com a distribuicdo Z ~ Normal (0, 1) do modo
seguinte:

L(m,c ) ~ m.exp(o. 2Z)

Como poderia gerar NPA com distribuigdo L (m,c)?

-5-

Seja X ~ y5(0,5) a variavel aleatéria Gama, para a qual é valida a indicagado
seguinte:

X ~Yqy+ Yo+ Y3+ Yq+ Y5,

comY;(i=1,..,5) variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com
distribuicdo Exponencial (A =0,5), isto &,

a) Elabore a rotina "GAMAS" , que Ihe permita gerar numeros pseudo-aleatérios com
distribuicdo X.

b) Elabore o fluxograma de um programa simplificado que permita estudar" a

distribuicdo da variavel aleatéria H ~ Méaximo ( A, B ), sendo A e B duas variavois
aleatdrias independentes e identicamente distribuidas, com distribuicdo X ~y5 (0,57 .

-6 -

a) Elabore a rotina NORO1 que lhe permita gerar NPA com distribuicdo Normal
Reduzida, istoé, N(n=0;0=1).

b) A variavel aleatoria Qui-Quadrado com n graus de liberdade é definida do
modo seguinte:

A2 ~ Z2 + ZP2 + ..o+ Z2

comz iid. e Z ~N(p=0;5=1) ,i=1,2,..,n.

Elabore a rotina QUI5 que lhe permita gerar um NPA da distribuicdo x52 )
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c) Sejam X4, Xo e Xs variaveis aleatdrias independentes e identicamente

distribuidas com distribuicdo ¥s2 . Considere a variavel aleatéria W ~ Maximo
(Xq,X2 ,X3) - Elabore um modelo de simulacdo simplificado que lhe permita estudar a
distribuicdo da variavel W.

-7-
a) Elabore um modelo de simulagdo que lhe permita estudar a distribuicdo da
variavel aleatéria W=X -Y , sendo X e Y duas varidveis aleatérias
independentes:
X~Normal(p =2;06 =3) e Y ~Exponencial ( A =0,5).
05.exp(-05.y) ; y>0
Nota: fy(y)=
0 ; y <0
b) Como poderia, a partir dos resultados fornecidos pelo modelo, estimar
P(X>Y)?
-8 -

Seja W, ~Minimo (X4, X, ..., X), comX,; iid. X;,~N(p=10,0 =2),
i=1,2,...,n.

a) Elabore um modelo de simulagdo que Ihe permita estudar a distribuigdo de W , .

b) Utilize o modelo elaborado para comparar as distribuicbes W, , paran=1, 2,
3,5, 10, 20 e 50.

Considere um processo de ocorréncias Poissoniano de média 3 por semana.

Admita que a cada ocorréncia corresponde uma intensidade | ~ N(u=10;0=2), e
que o valor da intensidade de uma ocorréncia € independente dos valores de intensidade
das outras ocorréncias.

Elabore um modelo de simulagdo que Ihe permita estudar a distribuicdo do maximo
anual da intensidade das ocorréncias.
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-10 -
Considere o seguinte jogo aleatodrio:

Num saco ( S1 ) séo colocadas 10 fichas Azuis, 20 fichas Brancas, 40 fichas Verdes e
30 fichas Negras.

Noutro saco ( S2 ) sdo colocadas 50 fichas Azuis, 5 fichas Brancas, 7 fichas Verdes e
38 fichas Castanhas.

Em cada jogada o jogador deve pagar 20$00 e retirar aleatoriamente uma ficha de
cada saco.

O jogo so6 termina quando a cor das duas fichas extraidas for igual, recebendo entdo o
jogador um Prémio (em funcéo dessa cor) de acordo com a tabela seguinte:

Cor Azul Branco Verde
Prémio 100 $ 00 500 $ 00 200 $ 00

Elabore um modelo de simulagdo simplificado que Ihe permita estimar o valor
médio e o desvio padrado do " lucro " associado a este jogo.

-11 -
Considere o seguinte jogo aleatério para dois jogadores :

Cada jogador langa um par de dados equilibrados, sendo observadas as faces voltadas
para cima.

O jogo termina se apenas um dos jogadores tiver obtido duas faces iguais voltadas
para cima (caso tal ndo acontega, os dois jogadores voltam a langar os seus dados).

Elabore um modelo de simulagdo que Ihe permita estimar a probabilidade de se
terminar o jogo sem ultrapassar dez "langamentos duplos" por jogador.

-12 -
a) Elabore uma rotina simplificada que lhe permita gerar niumeros pseudo-
aleatorios com distribuigdo Uniforme { 501,502,...,1499,1500 }.

b) A producgédo diaria de uma fabrica segue uma distribuicdo Uniforme { 501, 502,
..., 1499, 1500 } unidades. A procura diaria do referido produto depende do dia da
semana, de acordo com o Quadro seguinte:

Dia da semana Procura diaria (unidades)
2% e 32 Feira Normal (u= 800;c=150) (*)
42 Feira Normal (u=1000;c=180) (*)
52 e 62 Feira Normal (u=1200; 6 =220) (*)

Nota (*) : Valores arredondados para numeros inteiros.
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Se em determinado dia a produgado for superior a procura, as unidades em
excesso sdo armazenadas, ficando disponiveis para os dias seguintes.

Se em determinado dia a procura for superior ao numero de unidades
disponiveis (produgdo diaria + unidades armazenadas), s6 se podera satisfazer
parcialmente a procura - havera, portanto, "unidades pedidas mas nao fornecidas"
(esses pedidos nao satisfeitos ndo transitam para o(s) dia(s) seguinte(s) ).

Elabore um modelo de simulacao que lhe permita determinar:

i) a distribuigdo do numero de unidades armazenadas diariamente
ii) a distribuigdo do nimero de unidades pedidas mas nao fornecidas

-13 -

Considere um processo de chegadas de clientes a uma fila de espera descrito pelo
quadro seguinte:

Cliente n° | Instante de | Duragdo do | Cliente n° | Instante de | Duragéo do
chegada |atendimento chegada |atendimento
1 2 13 21 202 10
2 9 6 22 212 8
3 9 8 23 223 5
4 15 15 24 231 23
5 22 10 25 232 15
6 25 5 26 252 10
7 49 9 27 259 12
8 59 11 28 263 5
9 62 12 29 266 6
10 68 18 30 268 9
11 75 9 31 271 8
12 79 13 32 272 35
13 83 19 33 283 28
14 100 2 34 295 15
15 116 3 35 306 17
16 128 6 36 312 12
17 149 15 37 315 5
18 155 18 38 325 5
19 179 5 39 329 9
20 201 10 40 350 1
a) Simule "manualmente” o funcionamento da fila de espera, admitindo que é

valida a disciplina FIFO (atendimento por ordem de chegada). Preencha um quadro
como o seguinte:

T Acontecimento N T espera T fim Tlivre
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Notas: T - relégio
Acontecimento - chegada de cliente; partida de cliente; inicio de atendimento;
final de atendimento

N - tamanho da fila de espera

T espera - tempo de espera de um cliente antes do inicio do seu
atendimento.

T fim - instante previsto para o final do atendimento de um cliente

T livre - tempo livre do(s) atendedor(es)

i ) Admita a existéncia de apenas um atendedor.
ii ) Admita a existéncia de dois atendedores.

b) Elabore um modelo de simulagdo que lhe permita simular o funcionamento de
uma fila de espera ( FIFO / um atendedor ).

-14 -

O processo de chegadas de clientes a uma dada fila de espera pode ser considerado

Poissoniano com taxa média igual a 0,7 por minuto.

Sabe-se que o tempo de atendimento de cada cliente se pode considerar-com

distribuicao Tiangular [30; 60; 90] (*) segundos.

Admita que existe apenas um unico servidor para proceder ao atendimentw, dos

clientes.

Nota(*): Se U1 e U2 s&o v.a. i.i.d, tais que U1~ U2 ~ U[0;1], entdo U1 + U2 ~ Triangular[0; 1:Z]
a) Utilize os NPA UJ[0;1] seguintes para gerar as 10 primeiras chegadas de
clientes apés as 9:00 h.

0.1526 0.3063 0.4413 0.8898 0.0202 0.7723 0.1453 0.7020 0.4005 0.3174

b) Utilize os NPA U[0;1] seguintes para gerar as duragdes do atendimentos de
cada um desses 10 clientes.

0.2114 0.8961 0.0415 0.7574 0.4862 0.4763 0.9575 0.0823 0.9456 0.2451
0.3940 0.1503 0.0740 0.3742 0.9603 0.7584 0.6057 0.2855 0.5159 0.9534

c) Simule manualmente o funcionamento da referida fila de espera, de modo a
processar a entrada dos 10 primeiros clientes.

d) Relativamente ao instante em que entra o 10° cliente, determine o tamanho

médio da fila de espera e o tempo médio de espera por cliente e o periodo total em
que o servidor se encontra desocupado.

91



TABELA DE NUMEROS PSEUDO-ALEATORIOS COM DISTRIBUIGAO UNIFORME [0, 1]

0.1526 0.3063 0.4413 0.8898 0.0202 0.7723 0.1453 0.7020 0.4005 0.3174
0.0730 0.0229 0.5279 0.8635 0.5836 0.3996 0.8867 0.5824 0.2867 0.6288
0.2114 0.8961 0.0415 0.7574 0.4862 0.4763 0.9575 0.0823 0.9456 0.2451
0.3940 0.1503 0.0740 0.3742 0.9603 0.7584 0.6057 0.2855 0.5159 0.9534
0.5250 0.6509 0.1701 0.0322 0.0665 0.3923 0.2824 0.5417 0.7144 0.6815

0.4620 0.2787 0.2031 0.9405 0.5684 0.2901 0.5170 0.8411 0.7109 0.8728
0.8904 0.3051 0.2489 0.5737 0.8079 0.5045 0.7918 0.1896 0.0036 0.8612
0.1990 0.7674 0.4620 0.0469 0.5798 0.6040 0.4175 0.9836 0.2936 0.2463
0.3545 0.8432 0.9498 0.4911 0.0073 0.0474 0.4077 0.3853 0.3602 0.2683
0.7768 0.2258 0.6478 0.4277 0.4164 0.5595 0.3542 0.6974 0.9359 0.1832

0.2141 0.4993 0.1946 0.1438 0.2115 0.5054 0.3020 0.7383 0.5811 0.6374
0.6173 0.5134 0.8071 0.0673 0.7501 0.2660 0.6240 0.2169 0.5596 0.0430
0.0160 0.7581 0.1552 0.1413 0.2176 0.6127 0.8964 0.1078 0.7131 0.9528
0.3924 0.7394 0.2370 0.2000 0.5027 0.0828 0.7736 0.0264 0.3366 0.4350
0.5572 0.3537 0.2536 0.3429 0.0723 0.3539 0.8629 0.6034 0.0532 0.4488

0.0240 0.2632 0.4843 0.3103 0.8462 0.6194 0.5999 0.8603 0.6889 0.2187
0.8845 0.2706 0.1615 0.8580 0.0724 0.9632 0.1233 0.5843 0.1481 0.6099
0.6838 0.6943 0.3458 0.1325 0.2023 0.7350 0.1499 0.7030 0.2882 0.5033
0.2949 0.7432 0.8008 0.0459 0.7650 0.9251 0.8496 0.6599 0.7947 0.1704
0.7939 0.8920 0.8684 0.6510 0.2430 0.5392 0.7204 0.7889 0.0564 0.6482

0.3351 0.2559 0.3435 0.5161 0.9468 0.9738 0.4635 0.6896 0.0400 0.1146
0.0260 0.9657 0.3491 0.1002 0.8902 0.3912 0.8583 0.6023 0.1655 0.2629
0.8021 0.5429 0.2113 0.1279 0.6648 0.0939 0.6371 0.7828 0.1808 0.6771
0.3020 0.2747 0.3346 0.9644 0.3156 0.9004 0.3604 0.8776 0.0373 0.2067
0.7427 0.5888 0.0763 0.9906 0.2158 0.5196 0.2920 0.2989 0.7640 0.3421

0.7939 0.4285 0.6219 0.9780 0.9413 0.9262 0.2737 0.5993 0.3436 0.5890
0.4538 0.6278 0.8601 0.4637 0.1466 0.7354 0.6003 0.8472 0.5865 0.8439
0.9235 0.2863 0.2578 0.1254 0.4391 0.5780 0.8950 0.0015 0.0064 0.7691
0.4823 0.1443 0.7348 0.1565 0.2542 0.4755 0.9838 0.2870 0.6951 0.1671
0.3626 0.9576 0.5392 0.6409 0.7307 0.2151 0.7711 0.5689 0.1975 0.3564

0.6251 0.8728 0.1222 0.9284 0.5854 0.7245 0.1143 0.7279 0.3867 0.5460
0.0332 0.8018 0.0131 0.0090 0.9883 0.4470 0.6990 0.0356 0.3388 0.2104
0.9290 0.7975 0.6942 0.8888 0.4372 0.7166 0.9138 0.5291 0.2081 0.4649
0.1071 0.4282 0.4761 0.9641 0.6335 0.1330 0.7256 0.3861 0.1021 0.4403
0.6909 0.1529 0.3726 0.3970 0.3563 0.9363 0.5542 0.3000 0.9564 0.6582

0.0063 0.6962 0.9753 0.4904 0.3382 0.3824 0.1476 0.8548 0.4095 0.4056
0.4576 0.4234 0.3293 0.0625 0.1397 0.1179 0.4572 0.9001 0.6782 0.1192
0.4024 0.7152 0.8076 0.8223 0.0244 0.5547 0.5121 0.9260 0.4326 0.71&5
0.0262 0.3432 0.9862 0.7446 0.8342 0.2457 0.2948 0.4386 0.6706 0.0555
0.2176 0.8445 0.5197 0.4444 0.8640 0.2593 0.6158 0.3342 0.5934 0.2257

0.4434 0.8969 0.0152 0.5526 0.7368 0.5543 0.9888 0.2749 0.4803 0.9733
0.6235 0.6936 0.9085 0.0908 0.2787 0.3554 0.5056 0.0636 0.5638 0.0572
0.0060 0.3187 0.3382 0.8460 0.3942 0.5278 0.7112 0.0185 0.9044 0.6150
0.0421 0.1217 0.0210 0.7460 0.9405 0.9525 0.4785 0.3487 0.2657 0.5577
0.2611 0.0930 0.1269 0.2341 0.6033 0.9008 0.8837 0.5287 0.9895 0.9440

0.1454 0.2384 0.1540 0.6444 0.7713 0.4100 0.0812 0.6738 0.8708 0.3403
0.0054 0.9543 0.8034 0.5763 0.4111 0.6576 0.1783 0.9149 0.0327 0.2056
0.8550 0.4029 0.8544 0.2703 0.9428 0.3371 0.1107 0.7734 0.8012 0.2646
0.2859 0.8869 0.0394 0.9820 0.1144 0.0325 0.5169 0.5364 0.5807 0.8823
0.3430 0.2246 0.9190 0.3581 0.8771 0.5934 0.6138 0.6317 0.7286 0.4398
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